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INTRODUCERE

Lucrarea Lema chineza a resturilor reprezintda o abordare intr-o manierda simpla si
metodica a unor fapte {indnd de aritmetica in inele.

O prima forma a teoremei a fost continuta intr-o carte a matematicianului chinez Sun
Tzu: Matematici clasice (sec. Il i.e.n.) si republicata mai tarziu in 1247 de Qin Jiushao in
Tratat de matematica in nouad sectiuni. Metode similare de rezolvare a sistemelor de
congruente simultane au fost descrise de Arybhata (sec.VI), Brahmagupta (sec. VII) si apar si
in cartea lui Fibonacci: Liber Abaci (1202).

Lema chineza a resturilor (pe scurt LCR) are doua variante: una numerica si una
polinomiald. Ea poate fi formulatd folosind elemente de teoria divizibilitatii, folosind
conceptul de functie sau cu ajutorul structurilor algebrice.

Desi este un rezultat matematic foarte vechi, el este de mare actualitate prin domeniile
diverse de aplicabilitate. Lema chineza a resturilor este folositd in criptografie, la cifrarea cu
chei asimetrice. Utilizarea LCR in algoritmul de criptare RSA conduce la o diminuare
semnificativd a amplorii calculelor dar totusi impiedicad la fel de bine atacurile asupra lui.
LCR poate fi utilizatd la partajarea secretelor care consta in impartirea unor date unui grup de

oameni care pot reconstitui informatia totald doar impreuna.

Existda o legatura profundd intre lema chinezeasca a resturilor si teorema de

descompunere a fractiilor rationale in fractii simple, dupa cum se va observa si in lucrare.

Capitolul 1 contine o prezentare a teoriei divizibilitatii in Z, algoritmul lui Euclid, cel
mai mare divizor comun, cel mai mic multiplu comun, numere prime, descompunea in factori
primi. In capitolul 2 sunt prezentate notiunile de congruenti si lema chinezesca a resturilor.
Capitolul 3 abordeazd metodic mai intdi lema chinezescad a resturilor apoi descompunerea
fractiilor rationale in fractii simple — aceste notiuni fiind urmate de exercitii relevante pentru

formarea unei imagini complete despre tema respectiva.



CAPITOLUL 1

ALGORITMUL LUI EUCLID SI TEORIA DIVIZIBILITATII iN Z

In aceste capitol vom prezenta cateva elemente teoretice necesare abordarii LCR in
variantd aritmetica: elemente de divizibilitate in Z, algoritmul lui Euclid, cel mai mare divizor
comun, cel mai mic multiplu comun, numere prime, descompunea in factori primi.

§ 1.1. Notiuni si teoreme fundamentale.

a. Teoria numerelor se ocupa cu studiul proprietatilor numerelor intregi.

Ce este un numar intreg? Vom numi intregi nu numai numerele sirului natural
1,2,3, ... (intregii pozitivi), ci §i zero si intregii negativi —1, —2, =3, ...

Notatii. Vom nota, de regula, prin litere, numai numerele intregi. Cazurile, In care prin litere
s-au notat i numere care nu sunt intregi, daca nu vor fi evidente vor fi mentionate in mod
special.

Operatii. Suma, diferenta si produsul a doi intregi a si b sunt de asemenea intregi, dar catul
impartirii lui a prin b ( daca b nu este egal cu zero) poate fi atat intreg, cat si fractionar.

b. 1In cazul in care catul impartirii lui a prin b este un intreg, notandu-I cu litera g, avem
a=b-q, adica a este egal cu produsul lui b cu un intreg. Spunem atunci ca a se
divide prin b sau ca b divide pe a. Totodata se zice cd a este un multiplu al numarului
b si b un divizor al numarului a. Faptul ca b divide pe a se scrie astfel : b/a.

Avem urmatoarele doua teoreme:

1. Daca a este un multiplu al lui m sim un multiplu al lui b, atunci a este un
multiplu al lui b. (tranzitivitate)

In adevar, din a = a; m,m = myb rezultd a =a,m;b, unde a;m;este un numar intreg. Si
aceasta demonstreaza teorema.

2. Daca intr-o egalitate de forma k + [+ +n=p +q +-- + s  se stie
despre toti termenii, cu exceptia unui singur, ca sunt multiplii lui b, atunci si
termenul ramas este un multiplu al lui b.

In adevar, fie £ acest termen. Avem

l =ULb,....n = b, p = p1b,q = ¢4b,.., s = s4b, k =p +q+...+5 —
l—...—=m = (py+q1 ++5; =1l —-+—ny) b. Si aceasta demonstreaza teorema.

c. In cazul general, care include drept caz particular pe acela cand a se divide prin b,
avem teorema :



Orice intreg a se reprezintd intr-un mod unic printr-un intreg pozitiv b sub forma
a=bqg+71;0<1r<h

Intr-adevar, o reprezentare a lui a in aceastd forma se obtine luand bq egal cu cel mai mare
multiplu al numarului b care nu-l intrece pe a. Presupunand ca avem sia = bqy + 1 0 <
r < b, obtinem 0 = b (q — q1) + r — r; de unde rezultd ca r—ry este un multiplu al lui
b. Cum 1insid|r — r;| < b, ultima relatie este posibila numai dacir — r; =0, adica
pentrur = 1y, deunde rezultd casiq = qq

Numarul g se numeste catul necomplet, iar numarul r - restul impartirii lui a prin b.
Exemplu. Fieb = 14. Avem

177 = 14 - 12 + 9; 0 < 9 < 14,

—64 =14 - (-5 + 6; 0 < 6 < 14,

154 = 14-11+0; 0 =0 < 14.

§ 1.2. Cel mai mare divizor comun a doua numere.

In cele ce urmeazi, nu vom considera decét divizorii pozitivi ai numerelor. Orice
intreg care divide simultan intregii a, b ...,l se numeste divizor comun al lor. Cel mai mare
dintre divizorii comuni se numeste cel/ mai mare divizor comun i se noteaza cu simbolul
(a,b,...,1). Existenta celui mai mare divizor comun este evidentd, din cauzd cd numarul
divizorilor comuni este finit. Daca (a, b,...,l) = 1, atunci a, b,...,l se numesc prime intre
ele. Daca fiecare dintre numerele a, b, ..., [ este prim cu oricare altul dintre aceste numere,
atunci a, b,...,l se numesc prime doua cate doud. Numerele prime doua cite doua sunt
evident prime si intre ele. In cazul a doud numere, notiunile de «prime doui cate doud» si de
«prime intre ele» coincid.

Exemple. Numerele 6, 10, 15 sunt prime intre ele, deoarece (6,10,15) = 1. Numerele
8,13, 21 sunt prime doua cate doud, deoarece (8,13) = (8,21) = (13,21) = 1.

Sa ne ocupam mai intdi de divizorii comuni a doud numere.

1. Daca a este un multiplu al Ilui b, atunci multimea divizorilor comuni
ai numerelor a si b coincide cu multimea divizorilor numdarului b, in particular,

(a, b) =b. (dacab>0)

Intr-adevar, orice divizor comun al numerelor a si b este un divizor si al numarului .
Reciproc, dacd a este un multiplu al lui b, atunci (1, b, § 1) orice divizor al numarului b este si
un divizor al numarului a, adicd el va fi un divizor comun al numerelor b si a. Asadar,
multfimea divizorilor comuni ai numerelor a si b coincide cu multimea divizorilor numarului
b. $1 intrucat cel mai mare divizor al numarului b este insusi b, rezulta ca (a, b) = b.



2. Daca a = bq + c, atunci multimea divizorilor comuni ai numerelor a si b coincide cu
multimea divizorilor comuni ai numerelor b si c; in particular (a, b) = (b, c).

Intr-adevar, egalitatea de mai sus ne arati, c¢i orice divizor comun al numerelor a si b divide si
pe ¢ si deci a este un divizor comun al numerelor b si c. Reciproc, aceeasi egalitate ne arata
ca orice divizor comun al numerelor b si ¢ divide pe a si deci este un divizor comun al
numerelor a si b. Asadar, divizorii comuni ai numerelor a si b sunt aceiasi cu divizorii comuni
ai numerelor b si c; In particular, trebuie sa coincida, si cei mai mari dintre acesti divizori,
adica (a, b)=(b, c).

Algoritmul lui Euclid. Pentru gasirea celui mai mare divizor comun, precum §i pentru
deducerea proprietatilor sale cele mai importante, se foloseste algoritmul lui Euclid. Acesta
din urma consta in urmatoarele:

Fie a si b intregi pozitivi. Conform cu ¢, §1.1, formam sirul de egalitati
a=bq, +1,0<1r,<b,
b=rq,+1r;0<1r3<n,,

T, =13q3+7,0< 1, <713, (1)
Th—2 = Th-1qn-1+ T, 0 <1y <7y,
-1 = Thln »

care se termind, cand obtinem un 7,44, =0. Acest lucru este inevitabil, deoarece sirul b, 1,
73.... fiind un sir de Intregi descrescatori, nu poate contine mai mult decat » numere pozitive.

d. Considerand egalitatile (1) de sus in jos, ne convingem ca divizorii comuni ai
numerelor a si b sunt aceiasi cu divizorii comuni ai numerelor b §i 15, apoi aceiasi cu
divizorii comuni ai numerelor 7, si r3, ai numerelor 73 §i 74,..., ai numerelor 7,,_; 113,
si in sfarsit ca sunt aceiasi cu divizorii numarului r,,. Totodata avem

(@, b) = (b, 1) =(rz,13) = ... = (Ty-1,Ty) =T
Ajungem la urmatoarele rezultate:

1. Multimea divizorilor comuni ai numerelor a si b coincide cu multimea
divizorilor celui mai mare divizor comun al lor.

2. Acest cel mai mare divizor comun este egal cu 1y, , adica egal cu ultimul rest diferit de
zero al algoritmului lui Euclid.

Exemplu. Sa aplicam algoritmul lui Euclid la gasirea lui (525, 231). Gasim (calculele
auxiliare sunt date in stanga):

525:231=2 525=231-2+63
462



231: 63=3 231=63-3+42

189
63:42=1 63=42-1+21
42
42:21=2 42=21-2.

42

Aici ultimul rest pozitiv este r4= 21. Prin urmare, (525, 231) =21.
e. 1. Notand cu litera m un intreg pozitiv oarecare, avem (am,bm) = (a,b) m.

2. Notdnd cu litera &'un divizor comun oarecare al numerelor a si b avem

A

a b\ _ (ab) ; a b
(E’E) = In particular avem ((a'b); @b

prin cel mai mare divizor comun al lor sunt numere prime intre ele.

) = 1, adica caturile impartirii a doua numere

Sa inmultim egalitatile (1) membru cu membru cu m. Obtinem egalitati noi, unde in locul lui
a, b, ry,.. ., 1, vom avea am, bm, r,m,. . ., 1, m. De aceea (am, bm) = 1, m si deci afirmatia (1)
este adevarata.

a b

Aplicand afirmatia (1), gasim (a,b) = (% 6,%5) = (3’6

) 6 de unde rezulta afirmatia 2.

f. 1. Daca (a,b) = 1, atunci (ac,b) = (c,b) (regula de simplificare)

In adevar, (ac, b) divide ac si bc, deci conform 1. d), el divide si (ac, bc) care in virtutea lui
1.e) este egal cu ¢, dar (ac, b) divide si b, de aceea divide si (c, b).

Reciproc, (c, b) divide ac si b, de aceea divide si (ac, b). Asadar, (ac, b) si (c,b) se divid
unul pe altul si prin urmare sunt egali intre ei.

2. Daca (a, b) = 1 si ac se divide prin b, atunci c se divide prin b.

Intr-adevar, din cauzi ca (a,b) = 1, avem (ac,b) = (c,b). Insi, odati ce a ¢ este un
multiplu al lui b, atunci (1, b) avem (ac, b) = b, adica si (c, b) = b, adica ¢ este un multiplu al
lui b.

2’. Daca (a, b) = 1si (a, ¢) = 1 atunci (a, bc) = 1

3. Daca fiecare dintre a4, a, ,. .., a,, este prim cu fiecare dintre by, by, . ., b, ,
atunci §i produsul a; a, . .. a, este prim cu produsul bib,. . . b,. In adevar
(teorema 1), avem

(agay...am, by )=(ayas...ay,, by) = (as. .. am, by) = ... = (am, by )= by,
si apoi, punand pentru prescurtare a;a: ... an =A, gasim pe aceeasi cale

(byby. .. by, A) = (bybs. .. by, A)=(bs. .. by, A)=(by, A) = 1.



§1.3.Cel mai mare divizor comun pentru mai mult de doud numere.

Problema gasirii celui mai mare divizor comun a mai mult decdt doud numere se
reduce la aceeasi problema pentru doud numere. Anume, pentru a gasi cel mai mare divizor
comun al numerelor a4, a, ,. .., @, , formam sirul de numere

(a1, az) =dy, (dp a3)=ds, (ds as)=dy ..., (dp_q, ap)=dy

Numirul d,, va fi cel mai mare divizor comun al tuturor numerelor date. In adevir
divizorii comuni ai numerelor a4, a, coincid cu divizorii lui d,; de aceea, divizorii comuni ai
numerelor aq, a,si a; coincid cu divizorii comuni ai numerelor d, si az, adica coincid cu
divizorii lui d5. Ne convingem apoi, ca divizorii comuni ai numerelor a4, a,, as si a, coincid
cu divizorii lui d, s.a.m.d. si, in sfarsit, cd divizorii comuni ai numerelor a4, a, ,..., a,
coincid cu divizorii lui d,,. Deoarece, insa, cel mai mare divizor al lui d, este insusi d,,, rezulta
ca el va fi cel mai mare divizor comun al numerelor a4, a, ,. .., a, .

§ 1.4. Numere prime

Numarul 1 are un singur divizor pozitiv, anume pe 1. Din acest punct de vedere,
numarul 1 ocupd un loc special in sirul numerelor naturale.

Orice intreg mai mare decat 1 are cel putin doi divizori, anume pe 1 si pe el insusi.
Daca prin acesti divizori se epuizeaza toti divizorii pozitivi ai numarului intreg considerat,
atunci acest numar se numeste prim. Un numar mai mare ca 1 care admite in afara de 1 si de
el insusi si alti divizori pozitivi se numeste compus.

a. Cel mai mic divizor diferit de unitate al unui numar intreg mai mare decat unu este
un numar prim.

In adevar, fie g cel mai mic divizor diferit de unitate al unui intreg a > 1. Daca q ar fi fost
compus, atunci el ar avea un divizor g4,cu condifia 1 < g; < g, dar numarul ¢ fiind divizibil
prin g, ar trebui sd se divida si prin g, iar aceasta contrazice ipoteza noastra asupra numarului

q.

b. Cel mai mic divizor diferit de 1 al unui numar compus a (acesta va fi prim) nu
intrece vV a.

In adevar fie ¢ acest divizor; atunci a = qa, ‘a; = q, de unde inmultind si simplificand cu a4,

obtinem a > ¢? adici q < Va.

¢. Multimea numerelor prime este infinita



Aceasta teorema rezultda din faptul ca, oricare ar fi numerele prime
P1, D2, -, Pi, diferite intre ele, se poate obtine un nou numadr prim, ce nu este cuprins intre ele.
Un astfel de numar va fi un divizor prim al sumei p; p, ... p + 1, care odatd ce divide toata
suma nu poate coincide cu niciunul dintre numerele prime py, p3, ..., Pk-

d. Pentru formarea tabelului numerelor prime ce nu intrec un numar dat N, existd o
metoda simpld numitd Ciurul lui Eratostene. Ea consta in urmatoarele:

Se scriu numerele: 1,2,...,N. (1)

Primul numar al acestui sir mai mare decat unitatea este 2. El se divide numai prin 1 si
prin el insusi, deci este prim. Sa stergem din sirul (1) (ca fiind compusi) toti multiplii lui 2 cu
exceptia lui 2 insugi. Primul numar nesters care-1 urmeaza pe 2 va fi 3; el nu se divide prin 2
(altfel ar fi fost sters), prin urmare, 3 se divide numai prin 1 §i prin el insusi, si deci va fi de
asemenea prim. Sa stergem din sirul (1) multiplii lui 3, cu exceptia lui 3 insusi. Primul numar
nesters care urmeaza dupa 3 va fi 5; el nu se divide nici prin 2 si nici prin 3 (altfel ar fi fost
sters). Asadar, 5 nu se divide decat prin 1 si prin el insusi si deci este de asemenea prim.
s.a.m.d.

Observatie. Dupa ce, prin metoda indicata, au fost sterse toate numerele multiple numerelor
prime mai mici decat numirul prim p, atunci toate numerele nesterse mai mici decat p? vor fi
prime. In adevir, orice numir compus a, mai mic decat p°, a fost deja sters, fiind un multiplu

al celui mai mic divizor prim al siu, care este <v/a< p. De aici rezulti :

1. Procedand la stergerea multiplilor unui numar prim p, trebuie sa incepem aceastd
operatie cu p°.

2. Formarea tabelului numerelor prime mai mici sau egale cu N este terminatd, cand
s-au taiat toate numerele compuse, multiplii ai numerelor prime ce nu-l intrec pe

VN.

§ 1.5. Unicitatea descompunerii in factori primi

a. Orice numadr Intreg a este sau prim cu un numar dat prim p sau se divide prin p.

Intr-adevar, (g, p) fiind un divizor al lui p, poate fi egal sau cu 1 sau cu p. In primul caz a
este prim cu p, in al doilea caz a se divide prin p.

b. Daca un produs de mai mulfi factori se divide prin p atunci cel putin unul din factori
se divide prin p.

Intr-adevar (a.)fiecare factor este sau prim cu p sau se divide prin p. Daci toti factorii
ar fi fost primi cu p, atunci si produsul lor ar fi fost prim cu p, de aceea, cel putin unul dintre
factori se divide prin p.



c. Orice numar intreg, mai mare decdt unitatea, se descompune intr-un produs de factori
primi §i aceasta descompunere este unicd, daca facem abstractie de ordinea
factorilor.

Intr-adevar, fie ¢ un numar intreg mai mare decat unitatea. Notand cu litera p, cel mai
mic divizor prim al sdu, avem a = p;a,. Dacad a;> I, atunci, notand cu litera p> cel mai mic
divizor prim al sau, avem a; = p,a, . Daca a>> I, atunci, in mod analog, se gaseste a, =
psas; s.am.d., atdta timp cat nu se ajunge la un a, egal cu unitatea. Atunci a,_1; = pn-
Inmultind toate egalitatile gdsite si efectuand simplificarea, cipatim urmatoarea
descompunere a lui a in factori primi:

a=pyP2--Pn

S& admitem ca pentru acelasi @ mai exista si o a doua descompunere in factori primi
a=qqqy ...qs. Atunci p; P, ...Pn = q1 92 ---qs. Membrul al doilea al acestei egalitati se
divide prin g;. Prin urmare (b.), cel putin unul dintre factorii din primul membru trebuie sa se
divida prin g4. Sa presupunem, de exemplu, cd p; se divide prin g, (ordinea factorilor poate fi
schimbata dupa voie); atunci p; =q4 (in afard de 1, p; se mai divide numai prin p,).
Simplificand ambii membri ai egalitdtii cu p; =q; avem P, ...pp = G ... Qs -

Repetand rationamentul precedent aplicat la aceasta egalitate, obfinem ps3 ...p, = q3 ... qs

s.a.m.d., pand ce, 1n sfarsit, in unul dintre membrii egalitatii, de exemplu, in primul membru,
se vor fi simplificat toti factorii. Dar simultan trebuie sa se simplifice si toti factorii din
membrul al doilea, deoarece egalitatea 1 = g,,41 ... g5 este imposibilad pentru q,, 41, -, g5

care-l intrec pe 1.
Asadar, cea de a doua descompunere in factori primi este identicd cu prima descompunere.

d. In descompunerea numarului a in factori primi, unii factori se pot repeta. Notand cu
literele p; , py, ..., Pi factorii diferiti intre ei si cu literele a4 , ay, ..., @) multiplicitatile,
cu care acesti factori intrd 1n @, obtinem asa-zisa descompunere canonica a numarului
a in factori a = p; “1p,*2 ... p, %k

Exemplu. Descompunerea canonici a numirului 588.000 este datd prin 588.000 = 2° -3 -5

72,

e. Fie a =p; “1p,* ...p,“ - descompunerea canonicd a numarului a. Atunci toti
divizorii lui a sunt toate numerele de forma d = p; P1p,P2 ...p, Px,

0< ﬁl < aq, 0< ﬁz < ay, ..., 0< :Bk < (04% (1)

Intr-adevar, sa presupunem ci d divide pe a. Atunci @ = dq i, prin urmare, toti divizorii
primi ai lui d intrd in descompunerea canonica a lui a cu exponentii ce nu sunt mai mici decat
aceia cu care ei intrd in descompunerea canonica a lui d. Din aceasta cauza, d are forma (1).
Reciproc, orice d de forma (1) 1l divide pe a.



Exemplu. Toti divizorii numirului 720 = 2* 32 5 se obtin dacd vom face ca in expresia
2 P13P25Bk exponentii By, B, B3 sd parcurgd independent unul de altul valorile ;= 0, 1, 2, 3,
4; B,=0, 1, 2; f3=0, 1. De aceea, acesti divizori sunt 1, 2, 4, 8, 16, 3, 6, 12, 24, 48, 9, 18, 36,
72,144, 5, 10, 20, 40, 80, 75, 30, 60, 120, 240, 45, 90, 180, 360, 720.

§ 1.6.Divizibilitatea in monoizi comutativi cu simplificare si in domenii de integritate

Studiul divizibilitatii intr-un monoid comutativ cu simplificare sau intr-un domeniu de
integritate constituie o generalizare a studiului divizibilitatii in N sau in Z.

Divizibilitatea si relatia de asociere in divizibilitate intr-un monoid comutativ cu simplificare

In cele ce urmeazi vom considera un monoid comutativ (4,”) cu simplificare, adica
ax =ay © x =7y unde x,y,a € A. Reamintim cd notam cu U(4,") grupul elementelor
inversabile ale monoidului (4,") . Relatia "/" definitd in A astfel

a/b < 3x €A b = ax

se numeste relatia de divizibilitate in A, iar dacd a/b se spune cd a divide pe b saucia b se
divide prin a sau ca a este un divizor al lui b sau ca b este un multiplu al lui a. Relatia "~"
definitd pe A astfel

a~b < a/bsi b/a

se numeste relatia de asociere in divizibilitate, iar dacd a~b se spune cd a si b sunt asociate
in divizibilitate.

Din definitiile relatiilor " /" si "~" se deduce:
a1/bysi az/b; = aia; / bib, (D)
ay~a,$i by~b; = a;a;~b b, 2)
a/leoaclU(4)) ©a~l
1. Teorema.
1) Relatia de divizibilitate este o relatie de preordine, adica este reflexiva si tranzitiva.
2) Relatia de asociere in divizibilitate este o relatie de echivalenta.
Demonstatie.

1) Pentru Va € A avem a = la, adicia/a. Deci relatia de divizibilitate este reflexiva.
Daca a/b sib/c atunci 3x,y € A astfel incait b = axsi ¢ = by ceea ce implicd ¢ =
a(xy), adica a/c. Deci relatia "/ " este tranzitiva.



2) Din definitia relatiei "~" rezultd ca aceasta coincide cu intersectia dintre relatia "/ " si
inversa ei.

2.Teorema. Dacd a € A si @ este clasa de echivalenta a lui a in raport cu "~" atunci
a=aU(A) = {ax/ xeU(4,)}, (3)

adica doua elemente sunt asociate in divizibilitate daca si numai daca ele difera printr-un
factor inversabil.

Demonstatie. Avem a/ax, iar dacd x este inversabil, atunci a = (ax)x~!, adicd ax/a.

A~

Deci a ~ ax, adica axea, pentru Vx € U(A,). Prin urmare aU(4) € a.

Invers, daca be @, atunci a ~ b, adicd a/b si b/a ceea ce implica 3 x,y € A astfel incat b =
ax sia = by .Rezultd b = bxy, de unde urmeaza xy = 1, deci b este de forma b = ax
cu x inversabil. Prin urmare @ S aU(4,"). Astfel (3) este demonstrata.

3. Corolare

a) Clasa de elemente asociate cu 1 este 1 = U(A,"). Deci monoidul (A,) este grup abelian
daca §i numai daca orice doua elemente din A sunt asociate in divizibilitate, adica relatia de
asociere in divizibilitate coincide cu relatia universala pe A.

b) Relatia de divizibilitate este relatie de ordine daca si numai daca singurul element
inversabil in (A,”) este 1, ceea ce are loc daca si numai daca relatia de asociere in
divizibilitate coincide cu relatia de egalitate pe A.

Observatie. Pentru V a € A elementele inversabile si elementele asociate cu a sunt
divizori ai lui a. Un divizor al lui a diferit de acestia se numeste divizor propriu.

§ 1.7. Cel mai mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun in monoizi.

Consideram (4,") un monoid comutativ cu simplificare.

4. Definitie. Fie a,,...,a, €A si d € A. Vom spune ca d este un cel mai mare divizor
comun (c.m.m.d.c.) al elementelor a,,...,a, € A daca in multimea ordonata (A/~, <)
existd inf (Qy,...,8, ) si d=inf(dy,...,4,) (1)

Daca inf(d,,...,a, ) = 1 adica 1 este un c.m.m.d.c. al elementelor a,,...,a, atunci
a,...,a, se numesc relativ prime.

Daca identificam fiecare clasa din A/~ cu cate un reprezentant al ei, atunci faptul ca d este un
c.m.m.d.c. al elementelor a, ,...,a, senoteazacud = (a,,...,a,).

Observatii.



a) Dacad = (ay,...,a,), atunci d’ = (a,,...,a,) dacd si numai dacd d'~d. Prin urmare
c.m.m.d.c. dacd exista, este determinat numai pana la o asociere in divizibilitate.

b) Caracterizand pe (1) cu ajutorul relatiei de divizibilitate avem: d = (ay,...,a,) ©
i) d/ aj pentru Vke{1,2,..,n}siii)d' / ay pentru Vke{1,2,...,n} > d’' /d
¢ ai/a; < (ay,a; )= ay.

d) Daca orice doud elemente din A au un c. m.m.d. ¢, atunci pentru orice a;, a>, a;€ A exista
(an,aza3) si ((a,az2),a3) = (anaxas) = (a;, (azas)).

e) Daca orice doud elementele din A au un c.m.m.d.c, atunci pentru orice n € N* si orice
a,...,a, €Aexista(a,,...,a,).

5. Teorema. Daca orice doua elemente din A au un c.m.m.d. ¢, atunci pentru orice a, b, c €

A avem:

(a,b)c = (ac,bc); (2)

(a,b) = 1si(a,c) =1 = (a,bc) = 1; (3)

a/be si (a,b) = 1= a/c. (4)
Demonstratie. Din (a,b)/a si (a,b)/b rezulta (a,b)c/ac si (a,b)c/bc. Deci (a,b)c/
(ac,bc), adica3 x € A astfel incat (ac,bc) = (a,b)cx (5)

de unde urmeaza (a, b)cx/ac si (a, b)cx/bc ceea ce implica (a,b)x/a si (a,b)x/b, de unde
rezultd (a, b)x/(a, b). Prin urmare x este inversabil ceea ce impreuna cu (5) ne demonstreaza
pe (2). Folosind egalitatea a = (a,ac), relatia (2) si ipoteza lui (3) avem (a,bc) =
((a,ab),bc) = (a,(ac,bc)) = (a(a,b)c) = (a,c) =1 ceeace demonstreaza pe (3).

Acum demonstram pe (4). Folosind ipoteza lui (4) si relatia (2) avem
(a,c) = (a,(a,b)c) = (a,(ac,bc)) = ((a,ac),bc) = (a,bc) = a
adica (a,c) = a ceea ce implica a/c.

6. Corolar. Daca d = (a,b) sia = da',b = db’', atunci (a’,b") = 1.

7. Definitie. Fie a,,...,a, € A si m € A. Vom spune ca m este un cel mai mic multiplu
comun (c.m.m.m.c.) al elementelor a,,...,a, daca in multimea ordonata (A/~,<) exista
sup(@y,...,a,) st m = sup(ay,...,a,) (6)

Dacd identificam fiecare clasd din A/~ cu cate un reprezentant al ei, atunci faptul ca

m este un c. m.m.m. c al elementelor a, ,...,a, senoteazicum = [aq,..., 0]
Observatii.
a) Dacam = [a,,...,ay], atunci m’ = [a,,...,a,] dacd si numai dacd m’ ~ m. Prin urmare

c.m.m.m.c, daca exista, este determinat numai pana la o asociere in divizibilitate.

b) Caracterizand pe (6) cu ajutorul relatiei de divizibilitate avem:



m = [aq,...,a,] © i) ay / mpentru Vke{1,2, ...,n} si
ii) a / m' pentru Vke{1,2,...,n} =>m/m’
c)aj/are [anax] = az

d) Daca orice doua elemente din A au un c. m.m.m.c, atunci pentru orice a;, az az€ A exista
[ar, az as3] si[[aaz],a3] = [aaz]as] = [a;,[az as]].

e) Daca orice doua elemente din A au un c.m.m.m.c, atunci pentru orice n € N* si orice
a,...,a, €EAexistd[a;,...,aqy]

8. Teorema. Daca pentru orice a;, a2€ A exista (a;, az) atunci exista

[ar,az] si (a1, a2) [a,a2] = aia: (7)

§ 1. 8.Elemente ireductibile si elemente prime

Notiunea de numadr prim se poate defini prin oricare dintre proprietatile:
Fiep € Z*,p* # +1.
i) p nu are divizori diferiti de 1 si £p.
ii) a,b €Z;p/ab = p/asaup/b.

Proprietatile 1) si i1) nu sunt echivalente in orice monoid comutativ cu simplificare. Deci intr-
un monoid comutativ cu simplificare (4,") oarecare proprietatile i) si ii) ne vor conduce la
doua notiuni diferite.

9. Definitie. Un element p € A se numeste element ireductibil daca verifica conditiile:
1) p nu este inversabil.

2)p nu are divizori proprii, adica x € A,x/p = x inversabil sau x ~p. Un element
neinversabil din A care nu este ireductibil se numeste reductibil.

Observatii.

a) Un element p € A este ireductibil daca si numai daca verifica conditia 1) din definitia de
mai sus si oricare dintre conditiile:

2') p = xy = x inversabil sau y inversabil
2")p = xy = x~psauy ~Dp.
2") P este element minimal in (A/~ \{1}, <).

b) Daca p € A este ireductibil, atunci orice element din A asociat cu p este ireductibil.
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10. Definitie. Un element p € A se numeste element prim daca verifica conditiile:
a) p este neinversabil.
b)x,y € A; p/xy = p/xsaup]y.
Observatii.
a) Daca p € A este prim, atunci orice element din A asociat cu p este prim.

b) Dacd p € A este prim si p divide produsul x; -...- x,, de elemente din 4, atunci p divide
unul dintre factorii x4, ..., x,.

11. Teorema.
1) Orice element prim din A este ireductibil.

2) Daca orice doua elemente din A au un c.m.m.d. c, atunci orice element ireductibil din A
este prim.

§ 1.9. Monoizi factoriali.

Consideram (4,) un monoid comutativ cu simplificare.

12. Definitie. Fiea € A;x; €A, (i = 1,...,k), y; €A (j = 1,...,n)si
a=xq ... Xg (1)
a=Yyi - Yn 2)

doua descomuneri ale lui a in factori. Descompunerile (1) si (2) se numesc asociate daca k =
n §i daca dupa o eventuala renumerotare a factorilor din (2) avem x; ~y; pentru i =
1,...,n.

De exemplu, daca 1 = wuy...ux, atunci descompunerea (/) este asociata cu descompunerea
a = (uxp)...(wxr).

13. Definitie. Un monoid comutativ cu simplificare (A,") se numeste monoid (semigrup)
factorial sau cu descompunere unica in factori ireductibili daca orice a € A neinversabil se
descompune in produs de elemente ireductibile si orice douda descompuneri ale lui a in
produse de elemente ireductibile sunt asociate, adica a are o descompunere unica (abstractie
facand de o asociere) in produs de elemente ireductibile.

Exemplu:
Din teorema fundamentald a aritmeticii rezulta cd (N*,-) si (Z%,") sunt monoizi factoriali.

14. Teorema. Daca A este un monoid factorial, atunci:



1) Multimea ordonata (A/~,<) verifica conditia minimalitatii, adica orice submultime
nevidd a lui A/ ~ are un element minimal.

2) Orice pereche de elemente din A are un c. m.m.d.c.

15. Teorema. Un monoid comutativ cu simplificare A este monoid factorial daca si numai
daca verifica conditiile:

1) Multimea ordonata (A/~, <) verifica conditia minimalitatii.
2) Orice element ireductibil din A este prim.

Observatie. Un monoid comutativ cu simplificare A este factorial daca si numai daca orice
a € A neinversabil are o descompunere in produs de elemente prime.

§ 1.10. Domenii factoriale si domenii cu ideale principale.

Vom nota cu R un domeniu de integritate. Din faptul ca R este domeniu de integritate
rezulta ca (R*,") este un monoid comutativ cu simplificare. Notiunile si rezultatele anterioare,
relative la divizibilitate in monoizi comutativi cu simplificare, sunt aplicabile monoidului
(R*,"). Relatia de divizibilitate "/" si relatia de asociere in divizibilitate "~" se extind de la R*
laR. Daca a,b € R atunci

a/b & IxeR, b = ax (1)
si
a~b < a/bsib/a. (2)

Relatia de divizibilitate ”/"” este o relatie de preordine in R, iar relatia de asociere in
divizibilitate "~" este o relatie de echivalentd pe R. Elementul zero se comporta fatd de aceste
relatii astfel: a/0 pentru orice a € R, nici un element din R*nu divide pe 0, deci 0 este asociat
numai cu 0. Am notat cu @ clasa de elemente asociate cu a. Deci @ = aU(R, +,%) unde
U(R, +,e) este grupul elementelor inversabile ale lui R.

Prin urmare R este corp daci si numai daci R/~ = {0,R*}, adicd multimea cit R/~ este
formatd numai din doud clase. Relatia "<"” definitd pe R/~  astfel
i<bea/b 3)

este o relatie de ordine. Din (1) si (2) urmeaza ca pentru orice a, b, ¢ € R avem
a/b,a/c = a/b + c; a/b + csia/b=a/c,
a/b < bR C aR; 4)

a~b < aR = bR. (5)



Echivalentele (4) si (5) caracterizeaza relatiile de divizibilitate si de asociere in divizibilitate
cu ajutorul idealelor principale ale lui R. Din (3), (4) si (5) rezulta:

d<b < bR C aR; (6)
d=b < aR =bR. (7)

16. Definitie. Un domeniu de integritate (R, +,*) se numeste domeniu (inel) factorial sau cu
descompunere unica in factori ireductibili daca monoidul (R*,") este factorial.

Prin urmare, un domeniu de integritate R se numeste factorial daca orice element din R nenul
si neinversabil are o descompunere unica, pand la o asociere, in factori ireductibili.

17. Teorema. Daca R este un domeniu cu ideale principale, atunci:
1) Pentru orice a,b € R exista c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c.

2) d = (a,b) & dR = aR + bR.

3) m = [a,b] © mR = aRNbR.

18.Corolare

a) Daca R este un domeniu cu ideale principale si a,b,d € R, atunci d = (a,b) =
du,veR;d = au + bvsi(a,b) =1 & Ju,veR; au + bv = 1.

b) Intr-un domeniu cu ideale principale un element este ireductibil dacd si numai dacd este
prim.

19. Teorema. Orice domeniu cu ideale principale este factorial.

20. Teorema. Daca R este un domeniu cu ideale principale si a,b € R sunt doua elemente
relativ prime, adica (a,b) = 1, atunci inelele

R/(ab) si [R/(a)] X [R/(b)] sunt izomorfe.
21. Corolare

a) (Teorema chineza a resturilor). Daca a,b € Z si (a,b) = 1, atunci pentru orice c,d € Z
sistemul de congruente

x = c (moda)
x = d (modb) (10)

are o solutie intreaga x,, care este unica modulo ab, adica pentru orice solutie x'y a lui (10)
avem xy=x'y (mod ab).

b) Daca m,n € N* si (m,n) = 1, iar @ este functia lui Euler, atunci
p(mn) = ¢ (m)p[n). (11)

¢)Dacame Nm<2sim= pfl ...'p,':"; kiy>1,..,k, =21 (12)



este descompunerea lui m in factori primi diferifi, atunci

@ (m)=TTL, b (p: — 1). (13)

§ 1.11. Domenii euclidiene.

22. Definitie. Se numeste domeniu (inel) euclidian o pereche formata dintr-un domeniu de
integritate R si o functie § : R* = N care verifica conditia: pentru ¥ a€ R siV be R* exista
q,7€R astfel incaita = bq + r,under = O0sauéd (r) < 6 (b).

Exemple:

a) Din teorema impartirii cu rest in Z rezulta ca Z impreuna cu functia

6:Z - N, §(n) = |n| este un domeniu euclidian.

b) Fie K un corp comutativ. Domeniul de integritate K [X] Impreuna cu functia
6: K[X]" —N, 0 (f) = grad feste un domeniu euclidian.

23. Teorema. Daca (R, ) este un domeniu euclidian, atunci R este un domeniu cu ideale
principale.

Demonstratie. Fie U un ideal al lui R. Daca U = {0}, atunci U = (0), adica U este principal.
Daca U # {0}, atunci fie a # 0 unul din elementele lui U care verifica conditia ¢ (a) <o
(x), pentru orice x € U* (1)

Pentru orice x € U exista q,7 € R astfel iIncatx = aq + r,cu r = O0sau § (r)< 6 (a). (2)

De aici si din a,x € U , folosind ipoteza ca U este ideal, rezultd r = x —aq € U, ceea ce
(conform lui (1) si (2)) implicd r = 0. Acum din (2) deducem x = aq € aR = (a). Deci
U C (a), iar din a € U urmeaza (a) € U. Astfel am aratat ca U = (a), adica U este un
ideal principal.

24. Corolare.
a) Daca (R, §) este un domeniu euclidian, atunci R este un domeniu factorial.

b) Domeniile de integritate 7. si K[X], unde K este un corp comutativ, sunt cu ideale
principale, deci sunt factoriale.

Daca (R, §) este un domeniu euclidian, atunci pentru V a,be R exista c.m.m.d.c. Acum vom
prezenta un procedeu, numit algoritmul lui Euclid, de determinare a c.m.m.d.c. a doud
elemente intr-un inel euclidian. Daca unul dintre elementele a, beR este nul, atunci celalalt
este c.m.m.d.c. al lor. Dacd a # 0 si b # 0, atunci existd q; , r1€R astfel incit a = bq, +
r,,unde r; =0 sau 6§ (1) < § (b). Dacar, # 0, atunci existd q,, 1,€R astfel incat b =
r1q;+ rpunde r, = 0sau  § (1) < § (1,). Continuand acest procedeu daca restul r, #0



se obtine sirul descrescator de numere naturale 6 (r;) < & (rz2) >.... . Rezultd ca dupa un
numar finit de pasi se obtine un rest nul, adica avem un sir de relatii de forma:

a =bq +n
b=7‘1q2+ TZ
T =Tq43 t+ 13 (3)

Th—2 = Th—1qn + Ty
Th-1 = Th qn-1
under; #0;i = 1,...,n.

25. Teorema. Daca (R,6) este un domeniu euclidian si a,beR”, atunci elementul 1, din
relatiile (3) este c.m.m.d.c. al elementelor a si b.

Observatie. Daca (R, S) este un domeniu euclidian si d este c.m.m.d.c. al lui a si b,
atunci cu algoritmul lui Euclid se pot determina elementele u, v € R pentru care are loc relatia
din corolarul anterior adica d = au + bv.

§ 1. 12. Divizibilitatea in R[X].

Vom studia divizibilitatea in R[X], unde R este un domeniu de integritate. R[X] este
domeniu de integritate, iar elementele inversabile din R[X] coincid cu elementele din R
inversabile in R. Prin urmare doud polinoame f, g € R[X] sunt asociate in divizibilitate daca si
numai daca existd un element aeR*, inversabil in R astfel incat f = ag.

Observatii.

a) DacibeR si f = ay+ a; X + a,X*+...+ a,X™ € R[X], atunci b/f < b/a; pentru
i=20,...,n

b) Dacd a € R* este ireductibil in R, atunci a este ireductibil si in R[X].

26. Teorema. Daca R este un domeniu de integritate si p € R*este prim in R, atunci p
este prim §i in R[X].

Demonstratie. Dacd f = ag+ a; X + a,X? +...+ a,X™,

g =by+ b X + bX? +...+ b, X™e R[X] si p nu divide nici pe f nici pe g, atunci existd

coeficienti ai lui f si coeficienti ai lui g care nu se divid cu p. Fie a; si b;, coeficientii, cu cei
mai mici indici, care nu se divid cu p. Coeficientul cp,; = agbyy; + A1bgy1—1 + -+ axb; +
-+ + a4 1bg al produsului fg nu se divide cu p deoarece termenul a;b; , din suma de mai sus



nu se divide cu p (Intrucat p este prim) si ceilalti termeni se divid cu p. Deci f g nu se divide
cup.

27. Definitie. Fie R un domeniu factorial. Un polinom @€ R[X] se numeste primitiv daca cel
mai mare divizor comun al coeficientilor sai este 1.

Un polinom asociat cu un polinom primitiv este primitiv. Un polinom de gradul zero este
primitiv dacad si numai dacd este inversabil. Dacd K este un corp comutativ, atunci orice
polinom nenul din K[X] este primitiv. Daca R este un domeniu factorial, f € R[X], f # 0 si
a este cel mai mare divizor comun al coeficientilor lui f, atunci

f =ap (D
unde (p este un polinom primitiv). O reprezentare de forma (1) a lui f se numeste canonica.

Observatie. Polinomul primitiv ¢ si elementul a € R din (1) sunt unic determinate pana la o
asociere.

28. Lema lui Gauss. Daca R este un domeniu factorial, atunci produsul a doua polinoame
primitive din R[X] este un polinom primitiv.

Demonstratie.Fie ¢, @,€R[X] polinoame primitive si ¢ = ¢ ¢,. Dacd ¢ nu ar fi primitiv,
atunci ar exista un divizor d neinversabil al coeficientilor lui ¢. Domeniul R fiind factorial d
se descompune in factori ireductibili, iar dacd p este unul dintre acesti factori, atunci p este
prim si p/¢@1 @,. Rezultd cd p/¢, sau p/@, ceea ce constituie o contradictie.

29. Corolare.

a) Daca f, f, € R[X] si f1 = a1¢4, [, = a,@, sunt reprezentari canonice ale lui f; si
fo,iara = aja,, @ = @1 @, atunci f; f, = a @ este o reprezentare canonicd a lui f; f, .

b) Dacd ay,a, € R*, iar ¢, ,@,€R[X] sunt polinoame primitive, atunci a,¢@4/
a,p, © ai/a, si @1/p,Daca f eR[X], atunci notam cu c(f )cel mai mare divizor comun al

coeficientilor lui f . Deci c(f1 f5) == c(fi)c(f).

30. Teorema. Fie R un domeniu factorial si K corpul fractiilor lui R. Daca feR[X],
gradf < 1si f este ireductibil in R[X], atunci f este ireductibil in K[X].

Demonstratie. Din ipoteza cd f este ireductibil in R[X] rezultd ca f este primitiv in R[X].
Dacd f = q; q; 2)

unde q; , q2€C[X] si bieR, (i = 1,2) este un multiplu comun al numitorilor coeficientilor lui
q; , atunci putem scrie

q1 = a1/by -,
qz = az/by - @,, (3)

unde a4, a, € R si y4,y, sunt polinoame primitive din R[X]. Din (2) §i (3) rezulta ca in R[X]
avem: b1 b,f = a,a,¢1 @;.



Intrucat f si ¢, @, sunt polinoame primitive, urmeazi ca f este asociat in R[X] cu ¢; @,.
Acum, din ipoteza cd f este ireductibil in R[X] rezulta ca ¢4, sau ¢, este inversabil in R[X],
adica @€ U(R,+,%) sau ¢, € U(R,+,%) .Deci qieK*sau q,eK*. Astfel am aratat ca f este
ireductibil in K[X] .

31. Corolare.

a) Un polinom f € R[X] este ireductibil in R[X] daca si numai daca f este primitiv in
R[X] si f este ireductibil in K[X].

b) Un polinom f € Z[X] este ireductibil in Z[X] daca si numai daca f este primitiv in
Z|X] si f este ireductibil in Q[X].

Intr-adevar, Q fiind corpul fractiilor lui Z , aceasta afirmatie rezulti din a).
32. Teorema. Daca R este un domeniu factorial, atunci R[X] este un domeniu factorial.

Acum vom ardta ca exista domenii factoriale care nu sunt cu ideale principale, adica clasa
domeniilor cu ideale principale este strict inclusa in clasa domeniilor factoriale.

33. Teorema. Dacd R este domeniu de integritate si R nu este corp, atunci R[X] are ideale
care nu sunt principale.

Demonstratie. Intai aratim ca dacd be R*si (b,x) este idealul generat de {b, X}, atunci
(b,X)= R[X] >3b teR,bb 1 =1 (7)

Intr-adevar, din ipoteza lui (7) rezulti ¢a bg + Xh = 1 cu g,h € R[X] ceea ce implica
bby, = 1 unde byeste termenul liber al lui g. Astfel implicatia (7) este demonstrata.

Intrucat domeniul de integritate R nu este corp rezulti ci existi ae R* neinversabil.
Presupunem cd idealul (a,X) este principal, adica (a,X) = (f)cu f € R[X] de unde
urmeazd f/a si f/X . Din f/a rezultd f € R ceea ce impreuna cu f/X implica f inversabil
(deoarece X este ireductibil). Deci (a,X) = R[X] ceea ce conform lui (7) este o contradictie.
Prin urmare idealul (a, X) nu este principal.



CAPITOLUL 2
LEMA CHINEZA A RESTURILOR

In acest capitol prezentam notiuni de aritmeticd modulara, lema chinezd a resturilor

precum si aplicatii ale e1 cum ar fi proprietatea de multiplicitate a functiet ¢ a lui

Euler,algoritmul lui Garner, o metodd de inmultire a numerelor mari, algoritmul de criptare

RSA.

§2.1. Congruente. Notiuni fundamentale.

a. Vom studia acum numerele intregi legandu-ne de resturile impartirii lor printr-un
numadr Intreg pozitiv m, pe care-1 vom numi modul.

Fiecarui numar intreg 1i corespunde un rest determinat rezultat din Tmpartirea lui
prin m. Daca la doud numere intregi a si b corespund unul si acelasi rest r, atunci ele se zic de
acelasi rest tatd de modulul m sau congruente modulo m.

b. Congruenta numerelor a si b, modulo m, se scrie astfel:
a = b(mod m),
si se citeste a congruent cu b modulo m.
c. Congruenta numerelor a si b modulo m este echivalenta cu:

1. Posibilitatea reprezentarii lui a sub forma a = b + mt, unde t este un numar
intreg

2. Divizibilitatea lui a — b prin m.

In adevir, din a = b(mod m), rezulta

a=mq+r,b=mql +r,0<r<m,
de unde

a—b=m(qg— q1),a=b+mt,t=q — q;
Reciproc, din a = b + mt, reprezentand b sub forma

b= mg,+r,0<r<m,

deducem

a=mq+r,q=q +¢t,



adica
a = b(mod m).
Deci afirmatia 1. este adevarata.

Din 1 rezulta nemijlocit afirmatia 2.

§2.2. Proprietitile congruentelor, asemanatoare cu proprietatile egalitatilor

a. Doua numere congruente cu un al treilea numar, sunt congruente intre ele
Rezulta din a,§ 2.1.

b. Congruentele se pot aduna membru cu membru.
In adevir, fie
a; = b;(modm),a, = b, (modm),...,a, = b, (modm), (1)
Atunci (1,e,§1.1).

a, = by + mty,a, =b, + mt,,...,a, = b, + mty, (2)
de unde
a; +a+...+a,=by +by+...+ b +m(ty +t,+...+ty),

sau

a; +a,+...+a,=by +by+...+ b(mod m)

Un termen aflat intr-un membru oarecare al unei congruente se poate trece in
celalalt membru, schimbandu-se semnul.

In adevar, adunand congruenta a + b = c(mod m) cu congruenta evidenti —b
—b(mod m), obtinem a = ¢ — b(mod m).

Se poate aduna (sau scadea) la fiecare membru al unei congruente orice multiplu al
modulului.

In adevir, adunand congruenta a = b(mod m) cu congruenta evidenti mk =
0(mod m), se obtine a + mk = b(mod m).

c. Congruentele se pot inmulti membru cu membru.

In adevir, sa consideram din nou congruentele (1) si egalitatile (2) care rezulti din ele.
Inmultind membru cu membru egalitatile (2), obtinem

alaz... ak :ble"' bk+mN,



unde N- este un numar intreg. Prin urmare
a; ay ... Qg = by b, ... by (mod m).
Putem ridica ambii membrii ai unei congruente la o aceeasi putere.
Aceasta rezulta din afirmatia precedenta.
Se pot inmulti ambii membri ai unei congruente cu un acelati numadr intreg.

In adevar, inmultind congruenta a = b(mod m) cu congruenta evidenti k =
k(mod m), obtinem ak = bk(mod m).

d. Proprietatile b. si c. (adunarea si Tnmulfirea congruentelor) se generalizeaza prin
urmadtoarea teorema.

Daca in expresia unei functii rationale intregi cu coeficienti intregi

a a A . .
S= YAq, X1 X inlocuim Ag, o X1,..,X prin numerele By o .Y, ., Vi
congruente cu cele precedente modulo m, atunci noua expresie a lui S va fi congruenta
modulo m cu cea precedenta.

In adevar, din

Ag,..a; = Ba,..qq (mod m),
X1 = ¥, (mod m),... x, = y, (modm)
gasim (c)
@1 —

x; P =yt (mod m),... , x; ¥ =y, *(mod m),

a, ar — a, Ay
Ag, o X1t X" = By V1t Vi * (mod m).

de unde sumand , obtinem
Y A, Xt X =X Bay it VX (mod m).
Daca avem:
a=b(mod m), a;=b;(mod m), ..., an=bn(mod m), x=x;(mod m),
atunci
ax™ + a;x" ! +...+a, = bx"+ b;x" ! +...+ b,,(mod m)
Aceasta afirmatie este un caz particular al celei precedente.

e. Ambii membri ai unei congruente se pot imparti prin divizorul lor comun, daca
acesta din urma este prim cu modulul.



In adevir, din a = b(mod m),a = a;d ,b = b;d,(d,m) = 1 rezulti ca diferenta
a— b, egald cu (a; — by)d se divide prin m. De aceea (a; — by) se divide prin m, adica
a; = b;(modm).

§2.3.Alte proprietati ale congruentelor.

a. Ambii membrii ai unei congruente si modulul se pot inmulfi cu un acelasi numar
intreg.

Intr-adevar, din a = b(mod m) rezulti a = b + mt, ak = bk + mkt si prin urmare
ak = bk(mod mk)

b.  Ambii membri ai unei congruente si modulul se pot imparti prin oricare dintre
divizorii lor comuni.

Intr-adevar, fie a = b(mod m), a=ad, b=bd, m =myd.

Avem: a = b + mt, a;d = byd + mydt, a; = bymyt $i  prin urmare, a; =
b;(mod m,).

¢. Daca congruenta a = b are loc in raport cu mai multi moduli, atunci ea are loc si in
raport cu modulul egal cu cel mai mic multiplu comun al acestor moduli.

Intr-adevar, din a = b (modm,), a = b (modmy),..., a = b (mod my),
rezulta ca diferenta a — b se divide prin toti modulii m,, m,, ..., my. De aceea ea trebuie sa
se divida si prin cel mai mic multiplu comun al acestor moduli, adicia = b (mod m).

d. Daca congruenta are loc in raport cu modulul m, atunci ea are loc si in raport cu
modulul d, egal cu un divizor oarecare al numarului m.

Intr-adevir, din a = b (mod m) rezultd ca diferenta a — b trebuie sa se divida prin m; de
aceea ea trebuie sa se divida si prin orice divizor d al numarului m, adicd a = b(mod d).

e. Daca un membru al unei congruente si modulul se divid printr-un numar oarecare,
atunci si celalalt membru al congruentei trebuie sa se divida prin acelagi numar.

Intr-adeviar, din a = b (mod m) rezulti a = b + mt; daci a si m sunt multiplii lui d, atunci
si b trebuie sa fie un multiplu al lui d, ceea ce s-a si afirmat.

f Daciavema = b (mod m), atunci (a,m) = (b, m).

Intr-adevar, aceasti egalitate rezultd nemijlocit din a = b + mt.



§2.4. Sistem complet de reziduuri.

a. Numerele de acelasi rest sau, ceea ce este acelasi lucru, congruente modulo m,
formeaza clasa de resturi modulo m.

Din aceasta definitie rezultd ca tuturor numerelor clasei le corespunde un acelasi rest r si ca
vom obtine toate numerele clasei dacd vom face ca numarul g sa parcurgd, in expresia mq +
r, toate numerele intregi. Corespunzator celor m valori diferite ale lui r, avem m clase de
numere modulo m.

b. Orice numar al clasei se numeste reziduu modulo m in raport cu toate numerele din
aceiasi clasa. Reziduul obtinut pentru g = 0 , egal cu Insusi restul r , se numeste ce/
mai mic reziduu care nu este negativ.

Reziduul g, cel mai mic in valoare absoluta, se numeste reziduu absolut minim.

. - m m A ~n s -
Este evident ca pentru r < —.avemq =7 pentrur >—,avemq =1 —m;in sfarsit daca

. m . . . - - m .
m este par si v = — atunci drept ¢ se poate lua oricare dintre urmatoarele doud numere < s

m . m

2 2’
Luand din fiecare clasd cate un reziduu, se obtine sistemul complet de reziduuri modulo m

De cele mai multe ori drept sistem complet de reziduuri se folosesc reziduuri minime ce nu
sunt negative 0,1,...,m — 1 sau, de asemenea, reziduuri absolut minime. Dupa cum rezulta
din cele de mai sus, acestea din urma se reprezinta, in cazul lui m impar, prin sirul
m—1 m-—1
- ..,—1,0,1, T
iar 1n cazul lui m par, prin oricare dintre sirurile

m m
—?+ 1,...,—1,0,1,...,?
m m

?,...,—1,0,1,...,?— 1

c. m numere arbitrare, necongruente doua cdate doua modulo m, formeaza un sistem
complet de reziduuri in raport cu acel modul.

Intr-adevar, nefiind congruente, aceste numere apartin la clase diferite, si deoarece numarul
lor este m, adica egal cu numarul claselor, rezulta ca in fiecare clasa se va gasi cu siguran{a un
numar.

d. Daca (a,m) = 1 si daca x parcurge sistemul complet de reziduuri modulo m, atunci
ax + b unde b este un numar intreg arbitrar, parcurge de asemenea sistemul complet
de reziduuri modulo m.



Intr-adevar, vom avea tot atatea numere ax + b ca si numere x, adica m in conformitate cu
c., nu ne mai ramane decat sd aratdm ca oricare doud numere ax; + b si ax, + b care
corespund la x; si x, necongruente, sunt ele insele necongruente modulo m.

Admitand insa ca ax; + b =ax, + b (mod m) ajungem la congruenta ax,= ax, (mod m),
de unde, deoarece (a, m) = 1, obtinem x;=x, (mod m) ceea ce cotrazice ipoteza cd numerele
X1 $i X, nu sunt congruente.

§ 2.5. Sistem redus de reziduuri.

a. Numerele din aceeasi clasd modulo m au cu acest modul acelasi divizor comun.

Sunt in special importante clasele, pentru care acest divizor este egal cu unitatea, adica clasele
care contin numere prime cu modulul.

Luand din fiecare clasa de acest fel cate un reziduu, se obtine sistemul redus de reziduuri
modulo m. Sistemul redus de reziduuri se poate deci forma din numerele sistemului complet,
prime cu modulul. De obicei, sistemul redus de reziduuri se separa din sistemul de reziduuri
minime ce nu sunt negative: 0,1....,m — 1. Deoarece printre aceste numere, numarul
numerelor prime cu m este egal cu ¢ (m), rezulta ca numarul numerelor sistemului redus, ca
si numarul claselor care contin numerele prime cu modulul este ¢ (m).

Exemplu: Sistemul redus de reziduuri modulo 42 este:
1,5,11,13,17, 19, 23, 25, 29, 31, 37, 41.

b. Orice @(m) a numerelor necongruente modulom doua cate doua si
prime cu modulul, formeaza un sistem redus de reziduuri modulo m.

In adevar, fiind necongruente si prime cu modulul, aceste numere apartin unor clase diferite
care contin numere prime cu modulul, si cum acestea sunt in numéar de ¢ (m) adica tot atatea
ca si clasele de tipul indicat, rezulta ca in fiecare clasa se va gasi cu siguran{a cate un numar.

c. Daca (am) = 1 si x parcurge sistemul redus de reziduuri modulom,
atunci a - x parcurge de asemenea sistemul redus de reziduuri modulo m.

Intr-adevar, numarul numerelor a - x va fi egal cu numarul numerelor x, adica egal cu @(m).
In conformitate cu b, ne mai rimane deci si aratim ci numerele ax sunt necongruente
modulo m si prime cu modulul. Prima afirmatie este insd demonstrata in d, §3. 4 pentru
numere de forma mai generala ax + b, iar cea de-a doua rezulta din

(aam) = 1,(x,m) = 1.



§ 2.6. Teoremele lui Euler si Fermat.

a. Pentrum > 1gi(a,m) = 1 avem (teorema lui Euler):
a®?™ =] (mod m).
Intr-adevir, daca x parcurge sistemul redus de reziduuri x = 14,75, ...,7,; ¢ = @(m),

format din reziduuri minime ce nu sunt negative, atunci reziduurile minime nenegative
P1, P2, -, Pc; ale numerelor a-x vor parcurge acelasi sistem, dispus insa, in general, intr-o alta
ordine (c, § 2.5).

Inmultind membru cu membru congruentele
ar; = p; (mod m),ar, = p, (mod m),...,ar, = p. (mod m),
obtinem
a‘rry .1, = p1py ... pc(mod m)
de unde, impartind ambii membri prin produsul 175 ...7. = p1 05 ... p. Obfinem
a® = 1 (mod m).
b. Pentru p prim si a nedivizibil cu p, avem (teorema lui Fermat):
aP~! =1 (mod p). (1)

Aceasta teorema este o consecintd a teoremei a. pentru m = p. Ultimei teoreme i se
poate da o formd mai convenabild. Anume, inmulfind ambii membri ai congruentei (1) prin
a, obtinem congruenta

aP = a (mod p)

adevaratd pentru toti a intregi, ea fiind adevarata si pentru a multiplu de p.

§ 2.7. Lema chineza a resturilor

Ideea fundamentald a aritmeticii modulare este studiul unor probleme referitoare la
numere intregi cu ajutorul resturilor acestora in raport cu unul sau mai multe numere naturale,
mq, my,, ..., m, >1 numite module.

Un rezultat central in aritmetica modulard este lema chinezeasca a resturilor care
raporteaza numerele intregi la un sistem finit de numere naturale m;, m,,..., m,. >1 astfel incat

(m;, m;) = 1pentrui # j



Lema 1. Fie my, m,, ..., m,. € Z astfel incat (m;, m;) = 1 pentru i # j. Pentru a € Z avem :
1) (my,a)=11<i<r= (m;,my...m, ,a) = 1;
2) mjla,1 <i < r=my,m,,....m.|a.

Demonstratie. 1) Fie d = (mym,...m,., a). Daca d # 1 atunci existd peZ prim astfel incat
pld.Dinp |dsid | mym,...m, ,rezulticap |mmm:... m, . Cum p este prim, exista i astfel
incit p|m; . Dar avem si p | a, deci p divide pe (m; ,a) = 1 (contradictie !).

2) Afirmatia este adevaratd pentru r = 1. Fie r > 1 si facem ipoteza cd 2) este adevarata
pentrur — 1. Cum (m;,m,)) =1,1<i <r —1,din 1) rezulta ca

(mmy...m,._y ,m,)=1.

Fie h,k € Z astfel incat mym, ...m,_y h+m, k = 1. Conform ipotezei inductiei,
mym,...m,_4| a.Dara = mym,...m,_; ha + m, ka.

Si cum avem incd m,|a, rezultd cd mym, ... m, divide fiecare termen din membrul al doilea
al ultimei egalitati si atunci my;m,, ... m,. divide si membrul intai, deci pe a.

2. Lema chinezeasca a resturilor. Fie m; m,, ..., m, € N mai mari decdt 1 astfel incat
(m;, m;) = 1pentru i # j. Atunci, oricare ar fi u,a,,0y,...,4, €L exista a€Z unic
determinat astfel incat a = a;(modm;), u < a<u+ m, undem =mym,...m,.

Demonstratie. Fie a,a’€Z astfel incit u<a< u + m, usa <u+m, a=
a;(mod m;),a’ = a;(mod m;). Atunci |a— a'|<m si a =a’'(mod m;), 1< i < r.
!

Decim;|a— a' pentrui = 1,2,...,7 si din lema 1 rezultd ¢cd m | a — a'. Dar atunci |a —

a'l<msim|a— a' implici a = a’. Am demonstrat astfel partea de unicitate din enuntul
lemei.

Sa notam cu F multimea tuturor sistemelor ordonate de r numere naturale
(dy,dy,...,dy), 0<d;<m;, 1< i <r.

Este clar ca F are m elemente. Tot din m consta si multimea E a numerelor naturale a astfel
incat u < a < u + m. Reamintim cd am convenit sd notdm cu a mod m; restul impartirii

prin m; anumarului intreg a,deci0 < amodm; < m;,1 <i <r.

Fie functia:p : E - F, p (a) = (amod my,a mod m,,...,a mod m,),

Oricare ar fi a € E. Conform primei parti a demonstratiei, functia p este injectiva. Din
card E = card F = m rezulta ca p este surjectiva, deci p este bijectie.

Fied; = a;mod m;, 1 <i < r.Cum p este aplicatie surjectiva, existd a € E astfel incat
amodm; =d;,1 <i<r.

Asadar, amod m; = a;modm;,1 <i<r.



Deci a si a; au acelasi rest la impartirea prin m;,1 <i <r,deunde a = a; mod m;.
3. Corolar

Daca my, my, ..., m,. € N mai mari decdt 1 astfel incdt (m;, m;) = 1 pentru

[ # ], atunci sistemul de congruente
X—a = 0(modm,),
X—a; = 0(modm,),
X—a = 0(modm,),

admite o solutie a € Z si numai una, astfel incat u < a <u + m, oricare ar fi u € Z , unde
m = mm,.. m..

Observatie. Demonstratia parfii de existentd din lema chinezeasca a resturilor este
neconstructivista. Iatd o demonstratie care ofera o metoda de calcul al numarului a € Z astfel
incdt a = a;modm;,1 <i<r.

. m .
Fie q; = = T Mo Mg e Ty, 1 <i<r,

IA
A
<

Deoarece  (m;,m;) =1 pentru i#j, rezultd cd (m;q;) =1, 1

fp(mi)
L

Aplicand  teorema  lui  Euler, obtinem q =1(modm;), 1 <i<r.

Cum g; = 0(mod m;) pentru i # j, avem incd
;P(mi) =0(modm;), i #j. Asadar, ¢, =1(modm;) , 1 <i<r si e; =0(modm,;),
pentru i # j.
Fie b = a,e; + ae, + -+ a,e, .
Avemb —a; = a;(e; — 1) + X;z;a;e; =0(modm;),1 <i<r,
de unde
b=a;(modm;),1 <i<r.

Luand a = u+ (b-u)modm,esteclarciu < a< u+m sia = aq; mod m;,

De exemplu, tiem; =2, m> =3, m3=95,a;=—4,a>=38, a3 = —1 si u =0. Sa determinam
prin metoda prezentatd la observatia de mai sus numarul intreg a, astfel incat a =
a;modm;,1 <i<3.Avem

m=mym,ms; = 30
q1=3><5=15, q2=2><5=10, Q3=2x3=6

e, = q;p(ml):lS‘p(z) = 15,



e, = qy ™ =10® = 10% = 100,
e; = q; "¥=109®) = 6* = 1296,
si deci
b= a,eq + ae, + azez = (_4‘) -15 +8-100 + (_1) -1296 = _556,

De unde a=u+ (b —u)mod m = (=556)mod 30 = 14 pentru ca —556 =30-
(—19) + 14.

Avem

14 = —4(mod 2),14 = 8(mod 3) si 14 = —1(mod 5). Daca luam u = 18, atunci b —u =
—556 — 18 = =574 sicum —556 = 30 - (—20) + 26 avem

a=18+ 26 = 44.
Deci 44 = —4(mod 2),44 = 8(mod 3),44 = —1(mod 5).

Utilizarea lemei chinezesti pentru determinarea lui a in acceptiunea de la observatia
precedenta presupune ca avem o metoda de calcul a lui ¢(m), unde m este un numar natural.

4. Propozitie. Fie m un numar natural astfel incit m = my my ... m, , (m;m;) =1
T

pentrui # j. Atunci @ (m)=[[j=; p(m;).
In particular, dacid m prlpsz Dy, e; =1, este descompunerea in factori primi distincti
(p; # pj pentru i # j ) alui m, atunci

om=Tl=pf' (1-7) = mIli= (1-2).
i pi
Demonstratie. Pentru u = 0, lema chinezeasca a resturilor arata ca aplicatia p: E = F,
p (a) = (amod my,a mod m,,...,amod m,), stabileste o corespondentd bijectivd intre
multimea E a numerelor intregi din intervalul [0, m) si multimea F a sistemelor de numere
intregi (dy ,d5,...,d,), 0<d;<m;,1<i < r.

Dinlema I.rezultacd (a,m)=1 © (am;)=1,1 <i<r.

Pentru orice i =1,2,...,r existd b;eZ astfel incdt a = m; b; + amod m; , de unde
(aam) =1 © (amodm;,m;) = 1.

Este clar ca p stabileste o corespondentd bijectiva intre numerele a € E cu proprietatea
(a,m) = 1si sistemele de numere (d;,d,...,d, )€ F cu proprietatea (d;, m;) =1, 1 <
i <r. Cum numarul unor asemenea sisteme este evident @y )Pn,) - P(m,), deducem ca

Pm) = Pm)P(my) -+ P(my)-

Deoarece pentru p; # p; pentru i # j , avem (pl-,pj ) =1 si aplicdind Lema 1 obtinem
(p; i,pjj)ZI pentru i #j . Intrucat <p(pei) =p; —p; ! ultima afirmatie din enuntul

propozitiei este evidenta.



§ 2.8. Aplicatii ale lemei chineze a resturilor (LCR)

Al. Proprietatea de multiplicitate a functiei ¢ a lui Euler.
Fie dati modulii: m,,m,,...,m, 22 (t>2) cu m; L m, pentru i # j. Notam:
M =mm,..m,.

Cum inelele (Zml ,+, ) sunt unitare (i =1,2,...,¢), atunci si inelul produs
P=7, %L, x..xZ, esteunitarsi U(P)= U(ZmI )x U(Zm2 )x X U(Zm, ) (rezultat valabil

pentru orice produs finit de inele unitare), deci ‘U (P)‘ =p(m)p(m,)..o(m,).

Deoarece Z,, = P, avem ‘U(P)‘ = ‘U(ZM )‘ =o(M)=p(m,m,,...m,). In concluzie,
are loc urmatorul rezultat: Daca m,,m,,...,m, > 2 sunt numere intregi (t > 2) sidaca m; L m,

pentru i # j, atunci (o(m]mz...m, ) = gp(ml)go(mz)...go(mt )
Rezultatul de mai sus se numeste proprietatea de multiplicitate a functiei ¢ .

e Dacda p=prim si nrneN*atunci din definitta lui P rezultd ca

1
ny_ n_ n—1: n 1__ .
o(p")=p"-p""=p ( pj

e Dacd neN-{0,1} este numiar compus si dacd n=p'p)y..p

(1>2; p, <...< p, numere prime; n,,n,,...,n, € N*), atunci rezultd din multiplicitatea
lui ¢@:

1 1 1

o(n)=0(p0)o(p2 )0 (D)= Pl D2 (1—;j£1—p—2J...[1—;J _

1

A-42H4)

De exemplu (0(72) = (0(23 -32) = 72(1 —%J(l —%) =24 =numarul de clase inversabile

din inelul Z., .



A2. Algoritmul lui Garner

Fie dati modulii: m,,m,,...,m, >2 (t > 2), cu m; Lm, pentru i # j. Pentru j= 2,3,...,t si
i=12,.,j-1,fie ¢, eR, inversul lui m, modulo m,:

c,;m, El<modmj) pentru i=1,2,...,j—1.

INPUT: Se dau numerele b, eR, (i=12,..,t)

OUTPUT: Se determinad numarul intreg a cu proprietatile:
1) 0<a<mm,..m =M ;

il) amodm, =5, (i=1,2,...,1).

Algoritmul lui Garner:

» Pasinitial: r; == by
= Pas curent: pentru i=12,..,t—1 ludm 1.1 = (bi+1 | Chi+1 —

Yi=171 k= Ck,i+1)m0dmi+1-

* Pasfinal: a =5 +r,m +rmm, +..+rmm,..m,_
Afirmatia 1: Avem 0<a <M si a=intreg.
Demonstratie: Tinem cont de faptul cd » +1<m, (i =1,2,...,¢). Atunci

M >2mm,..m_r, +mm,..m,_,
2 mm,...m,_ 1, + mm,..m,_,r,_ +mm,..m,_,
2 mm,..m, 1, +mm,..m_,r,_ +..+mr,..m,

>a>0,decia=1ntregsi 0<a<M
Afirmatia 2: Au loc relatiile: amodm, =b, (i=12,...,t).

Demonstratie: Avem: a =7, =b (modm, ), deci amodm, =b, (deoarece b € R, ). Pentru

fiecare i =2,3,...,tavem:



a=r,+rm +rmm, +..+rmm,..m,_,

i—
=7+ nm Hrmm, +. T m,.m,

|

i1
+ b 11¢, _ZV] [lc, |mmy..m;_,
k=1 = k=l

=7+ nm Hrmmy +. T m, . m,

i—

5

+b, -1 —r,m, —rmm, —...—1,_ mm,...m,_,

=b,(modm,)
deci amodm, =b, (deoarece b, e R, ).

Fie acum dati intregii a,,q,,...,q,. Punem b, :=a, modm, (i=1,2,...,¢). Pentru
b eR, (i=1,2,..,t),algoritmul lui Garner furnizeaza intregula =, + r,m, +...+ r,mm,...m,_,

, cu proprietdtile: 0<a <M st amodm, =b, (i=1,2,...,t). Acum
amodm, =b, =a, modm,, deci
a=a;(modm,)
pentru orice i =1,2,...,¢. Prin urmare, a este solutie a sistemului de congruente

x=a,(modm,),

x=a,(modm,),

si 0<a <M . Intregul a este un unic cu aceste proprietiti (adici, (i) de a fi solutie a
sistemului de congruente si (i1) de a apartine multimii [O,M ) (1Z). Evident, a este solutie a

LCR.

A3. O metoda de inmultire a numerelor naturale mari.
Fie dati modulii: m,,m,,...,m, >2 (t=2),cu m, Lm, pentru i# j.

Pentru un numar intreg pozitiv a, numim reprezentare modulara relativa la modulii dati t-

uplul:

p(a):=(amodm,,...amodm,).



Fie acum a si b doud numere naturale mari. Daca p(a)=(a,,a,,....a,) si p(b)=(b.b,,....b,)

atunci din LCR obtinem:

p(a-b)=((a,-b)modm,....(a,-b)modm,)

= (¢, modm,,...,c, modm,)
unde c=ab si ¢, =cmodm, (i=1,2,...,1).

Ipoteza de lucru: Presupunem cd a,b €[0,M ) si c=abe[0,M ), unde M :=mm,...m,.

Urmam acum urmatorul algoritm:

Pas 1: calculam g, := amodm, si b, :=bmodm, pentru i =1,2,...,¢.
Pas 2: calculam p, :=gq,-b, pentru i =1,2,...,t.

Pas 3: calculam ¢, := p, modm, pentru i=1,2,...,t.

Pas 4: aplicdm algoritmul lui Garner pentru c,,c,,...,c, cu ¢, e R, (i=1,2,...,t) si obtinem

intregul ¢ cu proprietdtile 0 <c <M si cmodm, =¢, (i=1,2,...,t). Atunci, a-b=c.

Observatie. In cazul special a < JM si b<~/M ,atunci ab < M , deci ipoteza de lucru

devine un fapt.
Exemplu. Fie modulii mi=7, mx=9 si m3=10. Atunci M=mimym3=630 si VM =25, ....

Fie a=16 si b=24. Atunci ab <M . Gasim: p(a)=(2,7,6)si p(b)=(3,6,4);

P =2:3=6
p,=7-6=42,
p =6-4=24

c1=6, c2=06, c3=4, unde ¢, = p, modm, (i=1,2,3)
Aplicam algoritmul lui Garner pentru p(c)=(6,6,4):

e c12=4, c13=3, c23=9;

e r11=6



1 1 1
1 :(6910/(2 —Z:rl][[lckzjmodm2
- I=1 - .
=(6-4-6-4)mod9=0

2

2 2
—| 4 _
7 (HCH Zrlgck3Jmodm3

=1

=(4-3-9-6-3-9-0-9)mod10=6
deci c=6+0-7+6-7-9=6+6-63=384_

A4. Criptografia cu chei publice (asimetrica)

La criptografia cu chei simetrice, pentru un criptanalist care cunoaste metoda de
criptare nu existd mari dificultdti in procesul de decriptare deoarece cheile de criptare si
decriptare coincid. Exista criptosisteme in care metoda de criptare poate fi facuta publica.
Aceasta inseamna ca si criptanalistul cunoaste metoda de criptare si, totusi, el nu este in
masura sa decripteze criptotextul. Aceasta este cunoscutd sub numele de criptografie cu chei
publice (metoda de criptare poate fi facuta publica).

O astfel de idee simpla a fost luatd in considerare tarziu - la mijlocul anilor '70
deoarece teoria complexitatii calculului s-a dezvoltat abia in acea perioada de timp. Aceasta
teoria da informatii privind complexitatea diferitelor calcule, de pilda privind timpul de calcul
necesar pentru o anumitd operatie atunci cand se folosesc cele mai bune calculatoare. O astfel
de informatie este foarte importantd in criptografie.

Desi metoda de criptare este facuta publica, criptarea se poate face in siguranta,
deoarece unui criptanalist i1 vor fi necesari zeci, poate sute de ani pentru a decripta mesajul
cifrat.

Cifrarea se poate face intr-o singurd directie ("sens unic"). Desi este usor de mers in
aceastd directie, totusi este imposibil de urmat direcfia opusa: decriptarea. Pentru
exemplificare sd consideram cartea de telefon dintr-un mare oras. Este foarte usor sa stabilim
numdrul de telefon al unei persoane precizate. Pe de altd parte, este foarte greu (chiar
imposibil) de stabilit persoana care are un numar de telefon specificat.

Criptarea Rivest-Shamir-Adleman (RSA)

Cel mai larg utilizat si verificat criptosistem cu chei publice a fost cel introdus de R.
Rivest, A. Shamir si L. Adleman, care este acum cunoscut ca RSA.

Acest cifru reprezintda standardul in domeniul semnaturilor digitale si al
confidentialitatii cu chei publice. RSA este astdzi recunoscutd ca cea mai sigura metoda de
cifrare si autentificare disponibild comercial.

Acesta metoda de criptare se bazeaza pe o idee foarte simpla din teoria numerelor si a
rezistat la toate atacurile criptanalistilor de pana acum. Ideea se bazeaza pe faptul ca, desi este



usor sa inmultesti doud numere prime mari, este Tnsa extrem de greu sa se reconstituie
numerele din produsul lor. Astfel, produsul poate fi facut public si poate fi utilizat ca o cheie
de criptare.

[ata in ce consta sistemul de criptare RSA.

Fie p si q doud numere prime mari distincte si aleatoare (avand aproximativ 100 cifre
fiecare). Se noteaza :

n=pxqsi®(n) = (p —1)(q — 1), unde @ este functia Euler. Se alege un numar aleator
mare E > 1 astfel incat (E , @(n)) = 1,1 < E < ®(n) sise calculeaza numarul D, care sa
satisfaca congruenta:

ED = 1(mod®(n)).

Numarul n este modulul, E' este exponentul de criptare si D exponentul de decriptare.
Numerele n si E formeaza cheia publica de criptare, iar p, g, @(n) si D sunt secrete.

Metoda de criptare implica calcul exponential intr-un camp finit - modulo n. Mesajul
cifrat se obtine din mesajul in clar printr-o transformare. Mesajul in clar este impartit n
blocuri care care sunt de fapt numere intregi intre 0 si numarul natural ». O marime obisnuita
pentru n este de 309 cifre zecimale (n < 2192%). Fie unul din aceste blocuri din mesaj M, bloc
ce are proprietatea M € (0,n — 1); proprietate care se obtine din modul de Tmpartire a
mesajului. Blocul cifrat, C, corespunzator blocului in clar, se obtine calculand:

C = ME(mod n), E reprezentand astfel cheia de criptare.
Decriptarea se face prin operatia :
M = CP(mod n), unde D este cheia secretd de decriptare.
Cele doua chei E si D trebuie sa satisfaca relatia:
M = CP(mod n) = MEP (mod n), pentru ca algoritmul si poati fi intr-adevir folosit.
Fundamentarea algorimului RSA este realizata de urmatoarea teorema:

Teorema. Fie p si ¢ numere prime impare si n=pq. Se considerd ce N cu [ <c¢ < go(n) astfel
incat ¢ este relativ prim cu ¢(n). Fie d inversul multiplicativ al lui ¢ modulo 7 . Atunci

pentru orice x € {0,1,...,11} avem
x“ = x(modn).
Demonstratie. E suficient sa tratdm cazul x >1.

Deoarece ¢ este relativ prim cu ¢(n), existd conform Lemei lui Bézout inversul

multiplicativ d al lui ¢ modulo m . Fie k €N astfel incat

cd = kep(n)+1.



Tratdm doud cazuri : intai cazul In care x si n sunt relativ prime, apoi cazul contrar.
Cazul 1. (x,n) =1
Conform Teoremei lui Euler,
x") =1(modn)
Atunci x*") =1(modn), de unde x* = x (modn).
Cazul 11. (x, n) >1

Din n=pq, unde p si ¢ sunt prime si (x,n)>1 rezulta p|x sau q|x. Vom analiza

primul caz, celalalt fiind analog.

Presupunem p|x . Nu avem ¢ x, fals. Atunci (x,q)= 1 si conform

x, altfel ar rezulta »

Teoremei lui Euler,
X =1(modq).

Avem ¢(n)=0(p)plg), unde p(p)=(p-1) si olg)=(g-1).

—

Din congruenta precedenti deducem x”"*19) = 1(modq), de unde

X" = 1(modq )

() = 1+ jg. Atunci x“ = xo = X+xjq. Cum p|x, existd he N

Fie jeN astfel incat x*
astfel incat x= ph. Rezultd xjq = pgjh=njh, deci n|qu. Din x“ =x+xjg si relatia

precedentd obtinem x =x (modn), q.e.d.

Corolar. Fiep, g, n, ¢ sid ca in enuntul teoremei precedente si fie T un numar natural.
Dacid T=M°® (modn), atunci T* =M (modn).

Securitatea algoritmului se bazeaza pe ideea de dificultate a factorizarii unui numar
mare. Pornind de la aceasta idee numarul # se poate obtine prin produsul a doud numere prime
mari p §i q: n=pq, dar aflarea lui p si ¢ si astfel a indicatorului lui Euler @(n) = (p —
1)(q — 1), devine mult mai greu de determinat avand la dispozitie n.

Folosind aceasta metoda se poate obtine un sistem performant de cifrare cu cheie
publica.

Algoritmul RSA
Generarea cheilor

1. Selectam p,q (ambele prime, p #q)
2. Calculamn = p X q



3. Calculam @(n) = (p—1D(@-1)
4. Selectam un intreg E astfel incat (E,®(n)) = 1,1 < E < @(n)
5. Calculim D, D = E~1(mod®(n))
Cheia publica PU= {E, n}
Cheia privata PR= {D,n}
Criptarea
1. Textulclar M <n
2. Textul cifrat C = ME(mod n)
Decriptarea
1. Textul cifrat C
2. Textul clar M = CP(mod n)

Exemplu

Vom utiliza un cifru cu p=47 si g=79. Calculam n=pg=47x79=3713. Indicatorul lui Euler
pentru 3713 este @(3713) = 46 X 78 = 3588 . Alegem D=47. E este inversul lui D
modulo @(n).

E va fi 37 pentru a satisface relatia: ED mod(®(n)) = 1,E =[(p — 1)(q — 1) + 1]/D.
Astfel, pentru a coda mesajul 4 sosit timpul vom coda mai intai fiecare literd a alfabetului. De
exemplu: A = 00,B = 01,...,Y = 25, blanc = 26.

Mesajul va deveni: M = 0018 1418 0819 1908 1215 2011. In continuare vom coda fiecare
bloc de 4 cifre:

0018f mod(n) = 00 1837 mod (3713) = 3091
1418Emod(n) = 141837 mod (3713) = 0943
0819 mod(n) = 08 1937 mod (3713) = 3366
1908% mod(n) = 190837 mod (3713) = 2545
12158 mod(n) = 121537 mod (3713) = 0107
20118 mod(n) = 201137 mod (3713) = 2965.

Astfel mesajul cifrat devine: 3091 0943 3366 2545 0107 2965.

La decriptare se vor calcula pe rand:
3091 mod(n) = 309137 mod(3713) = 0018
0943f mod(n) = 08193"mod(3713) = 1418, ...,
obtinand mesajul initial.
Algoritmul RSA utilizind LCR

Complexitatea decriptirii RSA: M = CP (mod n) depinde direct de marimea lui D si a
lui N. Exponentul D specifica numarul inmultirilor modulare necesare pentru a ridica la putere



pe C si modulul # determind marimea rezultatelor intermediare. O modalitate de a reduce
amploarea calculelor (marimea lui D si a lui n) este sa tinem seama de LCR de Mica teorema
a lui Fermat si de o consecinta directd a lor.

Teorema. Daca numarul Intreg a nu este divizibil cu numarul Intreg p-prim si daca
m = n(mod(p — 1)) = a™ = a™(modp).

Aceasta proprietate prevede ca atunci cand se lucreaza modulo p-prim exponentii pot fi redusi
mod(p — 1). Acest lucru permite aplicarea algoritmului RSA folosind exponenti semnificativ
mai mici.

Decriptarea RSA utilizind LCR

Cum p si g sunt prime, orice mesaj M < n = p X q este unic reprezentat de o pereche
[Mp, Mq], unde M, = M modp si M, = M modq. Mergand Tnapoi este mai usor sd obtinem
M plecand de la numerele M,,, M, recombinandu-le conform LCR, decat sa folosim calculul

M = CP(mod n). Prin utilizarea teoremei anterioare mirimea exponentului poate fi
micsorata:

M, = M modp = (C°mod n)modp = C°modp, deoarece n = p x q. Mai mult M,, =
CPmod(p — 1)modp = CP»modp, unde D, = Dmod(p — 1). Analog M, = C®4modgq,
unde D, = Dmod(q — 1). In plus este usor si observim ci mesajul cifrat C poate fi redus
modulo p

inainte sd calculam M,, astfel lungimea operanzilor este redusa la jumatate. Cu cantitatile
C, = € modp si C; = C modq precum si D, = Dmod(p — 1) si D, = Dmod(q — 1)
obtinem urmatoarele ecuatii pentru M, 5i My: M, = C; PsiM, = CC? 1,

Recombinarea lui M), si M, pentru a obtine M se poate face conform LCR (pentru

cazul r = 2, my; = p,m, = q, mym, = n = pq). Mai mult decat atat calculele pot fi
simplificate folosind Mica teorema a lui Fermat:

M = (Mpq(q‘lmodp) + Mq'p('p‘lmodq)) modn
= (Mpq(qp_zmodp) + qu(pq‘zmodq)) modn
= (Mpq(qp‘lmodn) + Mq'p(pq‘lmodn)) modn

Ultima egalitate provine din faptul ca a(bmodc) = (ab)mod(ac) pentru orice intregi
nenegativi a, b, ¢. Tinand cont cd numerele g?~tmodn si p?~modn sunt constante care pot
fi precalculate, efortul de a recombina pe M, si M, se reduce la doud inmultiri, o adunare si o

reducere modulo n. Calculam D, = Dmod(p — 1) si D; = Dmod(q — 1) care sunt necesari
pentru recombinare i R, = q? modn si R, = p? 1modn. Descrierea algoritmului RSA

bazat pe LCR urmeaza urmatorii pasi:

1. Calculam C,, = C modp si C; = C modgq.



2. Calculam ridicarile la putere M, = C;) PsiM, = CqD 1,
3. Calculam coeficientii S, = M, R,modn si S, = My R,;modn.
4. Calculam M = S, + §,. Daca M = N calculim M:= M — n.

Algoritmul RSA utilizand LCR
Se da mesajul M.
Se genereaza doua numere prime intre ele p si g.
Se genereaza alta pereche de numere prime intre ele 7 si s.
Calculamn; = p X q.
Calculamn, =r X s.
Calculam @, = (p —1)(q — 1).
Calculaim @, = (r — 1)(s —1).
Alegem e astfel incat 1 < e; < @;.
Alegem e, astfel incat 1 < e, < @,.
. Calculim d; = e;*modn,.

O 0N kW =

—_ —
— O

. Calculam d, = e; 'modn,.
. Calculam t; = Mmodn,.
. Calculam t, = Mmodn,.

—_ — =
AW N

. Calculdm y; = t;*modn,.

—
9]

. Calculdm y, = t;*modn,.

—_
(o)

. Calculim a; = e; 'mod®;.
. Calculim a, = e; 'mod®,.

—_— —
[C BN |

. Calculdm by = y;"'modn,.

—_
Ne)

. Calculdm b, = y,?modn,.

[\
S

. Calculam f; = n;'modn,.
. Calculam f, = ny'modn,.
. Calculam textul decodat : = (by X n, X f; + b, X ny X f,)mod(ny X n,)

NN
[\

Exemplu:
RSA fara LCR:
Textul clar (mesajul) :

364896564397011459724575230981320914472256689895283825736949671285945813416
96354706942814918 028461206078760419576264857826027092284914144780780178579
00999 65423415 165889627382848 490753196984483917921633 499173120483 80078921
81747 53482 435328041525968282689242448449908738367668775 6808250983298803378
215978241

Parametrii:

p=1850787314005230624814412543775094558585832232473833773013440324677166153
94479165221010471 497948050956111729853739380662796534622032 53151628946347
4827 17349



q=26755500621476182476235043624053751860767956969924425426492412835499485 4
91845324611561266421 9757972114929473508047926804689428745705626 6805599795 4
53 1542783

n=4951874113008718246563764877823638477518291215696772123899429545707005362
90488450866636581 9163500270335 03520590165042451118 472830950456613957218388
25182 381783961806338360633127086800 7199994101569204 79487110084 83131 97724
919863707 3 517807044053933919948846733144219783696975992 286 90575040 50 3478
80295 257008984 2267

e =166955546873566405943

d=4113058132856990303207440829066756506737095935954805946015541770529275590
73441034057405225 591834709667660745524543881188996216300282348 32642438569
71990 4468489402895376177381421241309 4692969677271378725699884 9857 09621 77
7443 073 31 53998323488420734724604440331554109930382784394 9127554 53980703
4565431437 7543 097679

textul cifrat=430980680300455157124352905510310069132309301561626 6228665 1969
2906 49839951713817432670747511190674249 734897454836419687111 529882 10654 6
127466880 48470072863780344978020290306 54067734912563568110 9104060 1916581
35442139 3941 3336518829979873903310013049936429396863299883 76690102899 270
227169 76434999 12469270040942711

textul decodat=3648965643970114597245752 3098132091447225668989 5283825736 949
67 128594581341696354706942814918 0284612060787 604195762648578260 27092 2849
1414 478078017857900999654234151658896273828484907531 9698448391 7921 6334 99
1731 204 83800789218174753482435328041525968282689242448449908738367668775 6
80825 09 83 298803378215978241

RSA cu LCR:

Textul clar (mesajul) :

364896564397011459724575230981320914472256689895283825736949671285945813416
96354706942814918 028461206078 760419576264857 826027092284914144780780178 57
9009 99654234151658896273828484907531 96984483917 92163349917312048380 0789 21
81 7475 3482435328041525968282689242448449908738367668775 6808250983 2988033 7
8215978241

parametrii

p1=203348092836732871144754439029953931368958698425634084429005176394229065
49503817059239485 45984096870 220858090292091 881478338552738709 3734816832 86
26 66 480269

qQ1=157359281576092611565867637602884304688976658191836251649407081811490132
15784181187471504 24785332 3491608819 7505642518979 25339269785978664 223 4625
356471 61271



n1=319987097986568688516561467991940619925600055005148881200357523095545717

69302577500433622 37989030204552 16201540227619193572 05122625563539142810780
5811 1663481518101882535744072757982 7123790533 4307486422998 505959999596325

41585 3508217514561999142702718587569987866273160664373 88090312299 39 3766 40
36029 734 982461899

€1=967936204845516514287040359091505376914155598225299926419328458253980148
68657604537299035 91298413638 3635012006461 6604941274827032 22402 86348 90 03
41916 67 3768229627887099814712082539915 0016479054 59104268930165575421 17 39
289874 0043 090349066292068212883484861928709987780045004308 4167095 651900 34
8043967519301 7447287

di=130008071001737702623257749505325808196782888389006698550340707420972287
98543979594670979 477781241618 149236586384361 5727131160753526138 48705 27 77
8352 39 4680558062286588653612990818084 73430752 47214548050 3228568196836 770
271160617 515190797097213878747039533983218646772288260212 93373 372906 772
0818293162580159229143

p2=191816707840332982137895843270557474232743846478402787547961443768848683
13478386925534025 2893274784 2336666135910 34021592443416 4392633596229006 40
152 858 92911

q2=216612760372570517439180432981432372204029454655565658717298930054976639
53924460387283591 41705504745 11738646178 69177639094 98061895922 34777426369
8526 2 12 5097

n2=415499465708734166734732766130208535749207302542962383299316986258698088
08456050446342631 139451634562 5740268594148 13731668314326 72265669867930 73
240684 9005247195732557836644037228784 67265 6232247990 5486609934100705 14885
3452853 9237158511834378480424350625129980772167216578972 9112 114558 7785 23
43 60093749 7027487367
€2=135146536502394433895487372323006838246104757447027792522182781590542353
86079040939860387 0426392501070 732173435862109760 33182854485823212310 50 88
1734 94 1971028604089270394051198422274 7867458 991651353662 6986363634 64510
26307 9144 0 185893491407782514034406976279860390939443841421 96630741173370
26684777852142 18380327

d>=274388633116293382894381450057600409489530327708210147680100825829621893
55415206403458317 46637351070 099318687315 455895994586893 676303002339561 54
335 04 52459850435135717567635635496129 869086 1610618 685195572 06575495546 14
834 355 134418104359997880434070546553611997435800846618114 3943 1873603 437
19531 2561 4236176594503

cifrarea=15248790574093186962078242950293963317018072926227120748076221353288
33102299546546624842834 599539732537598 741481958506711452 9059 80847 3980 165
678 824 398597510601506812953452238 060184272081 54561225656186 16958 512 7154
9640 217331 87708502028183457569123046272728866119705209 66338620891217313 77
29 78963018779 27761651091839239899928 892944329101 40047241434836 493 831 797



95739 2830642 000 18 60509837278178621936253443224 8191453756662755044 440 087
92879701931308265 7224 3 219332957816359223488028572904543249263051449 250 44
964043 0523155357804 2425 116 6329 454022 42885227 343628966 817604863 82276 55
771311288340199854 6861932 4964350 0 893610441493837269

descifrarea=36489656439701145972457523098132091447225668989528382573694967128
5945813416963547 069428149180 28461206078760 41957626485782 60270922849141 447
80780 178579009996542341516588962738 2848490 75319698 448391792 16334991731 20
48380 07 892181747534824353280415259682826892424484499087 383676687 756808250
98329 880 3378215978241



CAPITOLUL 3

Variante ale lemei chineze a resturilor si aplicatii

In acest capitol vom prezenta atat varianta numerica cat si varianta polinomiala a
lemei chineze a resturilor, teorema de descompunere a fractiilor rationale in fractii simple — ca

o consecintd a LCR precum si aaplicarea LCR 1n rezolvarea unor problme.
§3.1. Varianta numerica a LCR

Varianta numericd a LCR e din trei formulari:
(1) o formulare care utilizeaza doar elemente de teoria divizibilitatii,
(i1) o formulare care foloseste conceptul de functie,

(ii1) o formulare cu ajutorul structurilor algebrice.

A. Tratarea LCR folosind elemente de teoria divizibilitatii
Notatii si elemente teoretice necesare

Fie dat un numar natural m > 2, numar numit modul (la plural moduli). Un numar

natural a se poate reprezenta in mod unic sub forma:

(1) a=m-g+r, 0<r<m (q, r numere naturale), conform teoriei de impartire cu rest (pe

scurt, TIR) pentru numere naturale.

Din (1) derivam relatiile:

a I . . N .. © A o e ee .
q, <—=g¢q,+-+<gq, +1 care permit exprimarea catului si a restului Impartirii lui a la m:
m m

a . . g . o . a <
{—J este catul (simbolul L J desemneazd partea intreagd), iar expresia a—m[—J, notata
m m

amodm (notatie citita: ,,a modulo m”) este restul.

Se stie ca m divide pe a atunci si numai atunci cand amodm =0.



Fiind dat modulul m (m > 2) , putem aduce precizari privitoare la relatia de egalitate a

numerelor naturale si putem introduce o noud relatie pentru numerele naturale, relatia de

congruentda modulo m. Fie a si b doud numere naturale oarecare. Putem scrie in baza TIR:

(2) a=mgq, +1, 0<r, <m (qi, r1 numere naturale),
) b=mgq,+r,, 0<r, <m (qz, r2 numere naturale).

e Pe unicitatea scrierilor (2) si (3) se bazeaza echivalenta logica:
a=b< (ii)q, +q, s1 (@), =r,.

e Proprietatea a avea acelasi rest fata de modulul m permite o identificare partiala a
numerelor a si b (identificare numita congruenta): identificarea partiala are loc atunci si

numai atunci cand are loc (ii). Formal,
4) a=b(modm):<= amodm=>bmodm,
unde simbolul a = h(modm) se citeste: ,,a congruent cu b modulo m”.

Relatia de congruenta modulo m (introdusa de marele matematician C. F. Gauss (1777
— 1855)) are proprietati asemanatoare relatiei de egalitate pentru numere naturale: (i) este
reflexiva, simetrica si tranzitiva, (ii) doud congruente fatd de acelasi modul se pot aduna,

scadea si inmulfi parte cu parte etc.

Caracterizari ale congruentei modulo m sunt date de urmatoarea teorema (care are o

demonstratie simpla):

Teorema: Cu notatiile din (2) si (3), urmatoarele conditii:

(cl) ri=rz;

(c2) exista un numar natural t astfel incat a=b+m-t, daca a>b;
(c3) m divide diferenta a — b (daca a>b)

ori au loc toate, ori nu are loc niciuna, adica sunt echivalente.

Observatie: a) Consideram scrierea (2). Deoarece 7, <m, avem:

rn=m-0+r, 0<r <m.Prinurmare, a =amodm (modm), conform lui (4).



b) Reciproc, daca ¢ este un numadr natural, cu 0 <c<m si dacd a =c(modm), atunci c este

restul impartirii numarului @ la m (conform (c2) din teorema de mai sus si a unicitatii catului

cat si a restului din TIR).

c¢) Lantul de echivalente logice: m divide a < r =0 < a =0(modm)ne aratd ca relatia de

congruentd generalizeaza relatia de divizibilitate.
Prezentarea notiunilor

[1] Urmatoarele precizari si notatii sunt utile. Fie date numerele naturale nenule a ti b.

i) Simbolul (a,b) desemneaza pe cel mai mare element din multimea D(a)\D(b) (unde

D(a) este notatia pentru multimea formatd din divizorii naturali ai numarului g, iar D(b)

este multimea divizorilor naturali ai numarului b), numit cel mai mare divizor comun (numit

cmmdc) al numerelor a si b.

i1) Daca (a,b)=1, atunci spunem ca numerele a si b sunt prime intre ele, caz in care folosim

notatia a L b.
[2] [Problematizare] Consideram urmatoarea problema de demonstrat:

Problema 1: Fie date numerele naturale m\ §i ma, mai mari decdt unitatea. Atunci m, L m,

daca si numai daca exista un numar natural a cu proprietatile amodm, =1si amodm, =0.

Rezolvare:

e Daca a este un numar natural cu proprietdtile: amodm, =1 si amodm, =0, atunci

a=mq,+1 si a=m,q, (qi, g2 numere naturale). Putem scrie acum:
() My, =mg, +1

Daca d este un element oarecare al multimii D(m,)(\.D(m,) atunci din (5) se deduce

ca d=1, deci m; $i m2 sunt numere relativ prime.

e Lucram acum in ipoteza ca m, L m,. Conform extinderii algoritmului lui Euclid

(Euclid din Alexandria, cca. 450 — 380 1.H.), existd doi Intregi u i v pentru care are loc relatia

(6) um, +vm, =1



Deoarece m,,m, > 2, niciunul din numerele u $1 v nu poate fi nul. Numerele u 1 v nu pot avea

acelasi semn (ipoteza ca u §i v au acelasi semn conduce la concluzia absurdd cd 11,

deoarece 1=um, +vm, #1).
Cazul 1: u<0 si v>0.
Ludm a =vm, si obtinem din (6): amodm, =1 s1i amodm, =0.

Cazul 2: u>0s1 v<0.

5 u -v .
Alegem un numadr natural ¢ (de exemplu, # =1+ max (—,—j) pentru care au loc relatiile:
m, m

u'=u—tm, <0 siv'=v+tm, >0.
Atunci
u'm+v'm, = (um1 —tm,m, ) -1-(vm2 +tm,m, ) =um, +vm, =1
Pentru intregii u#’ si v’ suntem acum in Cazul 1, deci se repeta argumentul de acolo.
[3] Ne reamintim urmatorul rezultat

Teorema. Fie date t (123) numere naturale nenule: mj;, my ..., m. Dacd

m, Lmy,,m Lm,,...m Lm atunci m; L m,m,..m,.

Fie dati ¢ (#>3) moduli: mi, my, ..., m (mi, my, ..., m:>2). Notam sirul de moduli cu p:

p:=(m,m,,...,m,). Introducem acum urmatorul concept:

Definitie. Un sir de # numere naturale (b1, by, ..., by) il numim o p-baza daca au loc relatiile:

b,modm, =&, oricare ar fi i si j din T:={1,2,...,¢}, unde simbolul &, (numit simbolul lui
Kronecker, Leopold Kronecker (1823 — 1891)) este definit prin: §; =0 dacé i # j, respectiv

o;,=1daca i=j.

Urmatoarea teorema stabileste legatura intre existenta unei p-baze si conditia ca

modulii sa fie doi cate doi relativ primi.



Teorema. Exista o u-baza daca si numai daca au loc relatiile m; L. m, pentru tofi i # j din

T.
Demonstratie.

e In ipoteza ca exista pu-baze, fie (bi, bz, ..., by) una dintre ele. Fie i un element din T,

fixat arbitrar. Pentru fiecare j din T-{i} avem: b, modm,=0. Cum b modm, =1 deducem

(conform Problema 1): m, Lm,.

e Sa presupunem acum cd au loc relatiile: m, L m; pentru toti i # j din T. Introducem

acum notatiile (pe care le vom respecta si In continuare):

. M
M =mm,..m, $1 M, =—(=1,2,..,1).
m.

J

Pentru constructia unei p-baze, fie i un element din T, fixat arbitrar. Deoarece

m; Lm, pentru toti j din T-{i}, deducem ca m, L M,. Conform Problema 1, m, L M,
implicd existenfa unui numdr natural b; pentru care au loc relatiile: b modm, =1 si

bmodM,=0.
Din b, mod M; si m; divide M; deducem ca b, modm, =0, oricare ar fi; din T-{i}.
Deoarece b, modm, = 6, pentru oricare i si j din T, sirul (b1, ba, ..., by) este o p-baza.
Notatii:

R, ={xeN:0<x<m,} este mulfimea resturilor ce se pot obtine impartind numerele

naturale la m; (i=1, 2, ..., t) si P:==R, xR, x..xR_~(produs cartezian al mulfimii).

Definitie. Fie (7;, 2, ..., r) un element oarecare din P. Spunem ca problema chinezeasca a
resturilor are solutie pentru (r;, r2, ..., ry) dacad exista (cel putin) un numar natural »n pentru

care au loc relatiile: nmodm, =7, (i=1, 2, ..., ?).

Urmatoarea teorema poarta numele de lema chinezeasca a resturilor.



Teorema (lema chinezeasca a resturilor, LCR). Fie dat sirul de moduli u=(m;, mo, ..., my).
Atunci problema chinezeasca a resturilor are solutie pentru fiecare(ry, r2, ..., 1) din P daca si

numai daca au loc relatiile: m; Lm,, oricare ar fi i # jdin T.
Demonstratie.
e Lucram in ipoteza ca au loc relatiile m, 1L m; pentru toti i # j din T.

Relatiile de mai sus implica existenta a cel putin unei p-baze; fie (by, b, ..., b)) una dintre ele.

Fie acum (7;, r2, ..., ) un element din P, fixat arbitrar. Definim numarul natural » prin:

n=nb +nrb,+..+r1b,.
Pentru i fixat in T avem:

b, =m,q, +1(gi numar natural) §i b, =m,q; (¢ numar natural), pentru toti j din T-{i}.

Putem scrie n=7,(m,q, +1)+ Y rgm =m,| rg,+ D, rq, |+r,

1<j<t 1< <t
J#i J#I
deci nmodm, =r, (i=1, 2, ..., f) i prin urmare, n este o solutie corespunzatoare lui (74, 72, ...,

).

e Presupunem ca problema chinezeasca a resturilor (pe scurt, PCR) are solutie pentru

fiecare element din P. Alegem urmitoarele elemente din P:  E =(1,0,0,..,0),

E,=(0,1,0,..,0), ..., E, =(0,0,0,...,0,1)

Conform ipotezei de lucru, exista un numar natural b; care este solutie a PCR corespunzatoare

lui E; (i=1, 2, ..., ). Urmeaza cd au loc relatiile: b, modm; = 6, pentru toti i si j din T, deci (b,

by, ..., by este o p-baza si prin urmare m; L m, pentru toti i # j din T.

Algoritm de constructie a unei p-baze. Daca se da sirul de moduli y=(m,,m,,...m), cu

m; Lm, pentru tofi i # j din T, sa se afle o u-baza (bi, b, ..., by.

Pentru i=1, 2, ..., ¢ se efectueaza urmatoarele actiuni si se iau urmatoarele decizii:

(j) se atribuie variabilei x valoarea 1;



(jj) se efectueaza algoritmul de impartire curent, cu deimpartitul=xM; si impartitorul=m;, si se

obtine: xM, modm, =v_;

(jjj) dacd v_=1, atunci ¢, = x si se inlocuieste 7 cu i+1 (daca i ¢) altfel se inmulteste x cu

x+1 (daca x # m, —1) si se revine la pasul (jj).

Dupa executia algoritmului de mai sus se dispune de sirul (ciMi, c2Ma, ..., ccMy),

despre care vom demonstra ca este o pu-baza.
Fie i un element din T, fixat arbitrar. Atunci M, L m,. in baza TIR, putem scrie:
1-M,=m,-x,-y,, 0< y, <m, (X1, y1 numere naturale)

1-M,=m,-x,y,, 0<y, <m, (X2, y2 numere naturale)

1-M,=m,-x -y, , 0<y <m, (Xs, ys numere naturale) unde numarul m; -1 s-a notat cu s.

Niciunul dintre resturile yi, y2, ..., ys nu poate fi nul: in ipoteza cd yx=0, 1<k <s,

avem: kM, =m, - x, , de unde urmeaza cd m; divide produsul kM; si cum m, L M, urmeaza in

continuare cd m; divide numarul &, concluzie absurdd deoarece 1<k <m, —1.

Resturile y1, y2, ..., ¥s sunt distincte doud cate doua: dacd y.=y», cu 1<a<b<s,

atunci prin scaderea relatiilor obtinem: (b—a)M, =m,(x, —x,).

Din nou se ajunge la concluzia absurda ca m; divide numarul natural b-a, unde

I<b-a<s-1=m -2.

Din cele demonstrate mai sus rezultd ca unul si numai unul din resturile yi, ya, ..., ys

este egal cu 1, sa zicem cd y=1 (1</<s); atunci ¢;=/, unde 1</ <s=m, —1.

Deci, algoritmul ,,lucreaza bine”.
Sa ardtdm ca algoritmul furnizeaza o p-baza. Pentru fiecare i din T avem:

¢;M; =mx, +1, iar pentru fiecare j din T- {i} avem ¢,M; =m x,, deoarece m; divide M;.



In continuare, ne punem urmatoarea problema.

Problema 2. Fie dat sirul de moduli = (m,,m,,...m,)), cu m, Lm, pentru tofi i+ j din
T={12, ..., t}. Pentru fiecare element din P=R, xR, x..xR, ., cdte solufii are problema

chinezeasca a resturilor?

Rezolvare. Ipoteza cd m, L m, pentru toti i# j din T permite folosirea algoritmului descris

mai sus. Se obtine p-baza: (ciMi, ..., ctM) pe care o vom numi in continuare u-baza
standard.
Fie (r1, r2, ..., ) un element oarecare din P, fixat arbitrar. Stim atunci ca numarul

natural n definit prin n:=rncM, +...+rcM,, este una din solutiile PCR, deci nmodm, =7,

pentru i=1, 2, .., ¢.
Sd admitem cd mai exista solutii; fie n* una dintre ele. Din #n*modm, =7, =nmodm,

deducem ca n* =n(modm,) deci m; divide diferenta |n*—n| (ieT).

Cum diferenta |n*—n| se divide cu fiecare modul din p §i m, L m,, oricare ar fi i # j

, deci exista un numar

din T, se deduce concluzia cd M =mm,...m, divide diferenta |n*—n

natural p pentru care avem:
(1) n*=n+ pM , daca n*>n, respectiv
(i1) n=n*+pM ,h daca n>n*.

Daca p este un numar natural, atunci numarul n+ pM este solutie a PCR, asa cum se

poate usor verifica.

La fel, daca n> M si dacd p este un numar natural pentru care n-pM este tot numar

natural, n-pM este solutia PCR.
Concluziile problemei propuse sunt (pentru (74, 7, ..., 1) din P):

e PCR are o infinitate de solutii;



e Dacd np este cea mai mica solutie a PCR (unde no=n, dacdn < M, respectiv np=n
modM, dacd n> M - cu observatia ca ng=0 daca si numai daca (7, 2, ..., r)=(0,0,...,

0)), atunci multimea tuturor solutiilor a PCR este { ny+pM:pe N} ;

e Pentru orice numar natural a, In multimea [a,a+M )ﬂN PCR are exact o singura

solutie. Intr-adevir, echivalenta urmatoarelor relatii
as<n,+pM<a+M,
a—n, < pM <a—n,+M si

a—n,

a—n,

—<p<l+
M

ne permite sd formulam urmatoarea concluzie:

i) daca a <n,, atunci in [a,a+M )N singura solutie a PCR este no;

ii) dacd a > n,, atunci in [a, a+M ) (N singura solutie a PCR este np+pM, unde

APLICATII
[1]. Pentru prezentarea unei aplicatii a LCR urmatoarea teorema este utila.

Teorema. (teorema bazelor de numeratie). Fie dat un numar natural b, cu b > 2. Atunci

fiecare numar natural a > b se poate reprezenta in mod unic ca un polinom in b:
a=ch’+cb +..+cb",

unde 7>1 este un numdr natural, ¢,,c,,....c, e R, ={0,1,....6—1} si ¢, #0.
Demonstratia teoremei va fi datd deoarece exista o varianta a sa si pentru polinoame.
Existenta. Numerele a si b (a > b) le putem asocia urmatorul sir de relatii:
a=bg,+c,, 0<¢c,<b (g, #0 1 cynumere naturale)

q,=bg,+c,, 0<¢c, <b (g, #0 si ¢, numere naturale)



q,,=bg, +c, ,,0<c, <b (q,,#0 sic,, numere naturale)
q,,=b-0+c,, 0<c, =q, , <b (¢, numar natural)
Putem scrie:
q, b —qb™ =ch,,
unde i=0,1, ..., n (numarul a este notat q-1).

Prin insumare se obtine ¢ b’ —q b"" =c,b’ +¢,b' +...+¢,b" si in continuare avem

(deoarece g-1=a si qn=0)
(*) a=cb’ +cb' +...+¢,b", scriere ce indeplineste conditiile din teorema.

Din (*) se obtine 1n continuare:

b"<cb"<a< (b—l)b0 Jr(b—l)bl +...+(b—1)b” =" —1<b™", deci b" <a<b".
Unicitatea. Presupunem ca in afard de scrierea (*) ar mai exista si scrierea:

(**) a=x,b" +xb" +...+x,b" ,unde m >1 este un numdr natural, x,,x,,...,x, €R, si x, #0

Din (**) se deduce ci b” <a <b™".

Scrierile (*) s1 (**) au aceeasi lungime, adicd m=n. Daca, spre exemplu, ar avea relatia
n<m, atunci din lantul de ordonari: »" <a <b""' <b” <a<b™"' se extrage concluzia absurda

ca a<a. La aceeasi concluzie se ajunge si cand se pleaca de la ipoteza m<n.
Din scrierea (**) , cu m=n, se obtine aplicand TIR:
=x, 5i gy =xbp° +x,b' +...+x b""
c, =X, $1 g, =X, b +..+x,

¢ =x 81 g =xb"+xb +..+xb"



APLICATII

Al. Vom prezenta o aplicatie a LCR strans legata de descompunerea unei fractii in fractii

simple.

Fie date numerele naturale a si M, cu 1<a<M , a L M , M fiind un numar compus.
Presupunem ca M se descompune intr-un produs de numere naturale: M=mj; mo ...m;, unde

t>22,m 22 (=1,2,...,0)si m; Lm,,oricare ar fi i # j din T={1,2, ..., }.
Notam 7 :=amodm, (i=1,2, ..., 1).

Determinam pentru u = (m,,m,,...,m,) n-baza standard (ciMy, ..., ctMy) si pentru (r1,
..., It), solutia standard n=rc, M, +...+7c, M, aPCR. Dinrelatiile 1<r <m, -1 si
1<c¢, <m,_, rezultd relatiile 1< rc, <m,(m,—2)+1, deci putem scrie rc, =mx, +y, (x; yi

numere naturale), unde 0<x, <m,-2si y,eR, (=12, ..., 0.

Atunci n=n, +(x, +x, +...+x, )M unde n, = yM, +...+ y,M,. Deoarece

n=n,(modM ), ni este solutie a PCR.

Acum amodm, =r, =n,modm, (i=1,2,...,t),deci a=n, (modM) si prin urmare,

e o . . . a n
existd un numar natural p pentru care a + pM = n,, relatie care se scrie succesiv: o —L+k

(++) %:&+...+&+k,undekeste numdr intreg s y, e R, (=1,2, ..., ).

m, m,

- . < . . . a . A e e
S& admitem ca fractia ordinara I se mai poate scrie inca si sub forma:

a z z - n . .
(+t+) —=-"L+...+--+/, unde / este numar intreg si z, e R (=1, 2, ..., 7).
M m, m ’

Din (++) obtinem:

a=yM +..+yM,+kM, (decia =n(modM)), iar din (+++),

a=zM +..+zM,+IM,



deci a=n,(modM),unden, =z M, +...+z,M,.

Folosind tranzitivitatea a = n,(modM) si a =n,(mod M) implica n, = n,(modM),

deci si n; este solutia PCR.

Fie i un element din T, fixat arbitrar. Deoarece m; divide M, n, = n,(mod M) implica
n,=n(modm,). Cum m; divide M, pentru fiecare ; din T-{i}, avem:

n,(modm,) =r, =n,(modm,), deciyM,=z,M, (modm,), de unde deducem ca m; divide

numadrul natural | v —zi|-M ;- Cum m;, L M,, urmeazd ca m; divide numarul natural| =z

2

. . . z zZ, .. .
unde 0 < |yi —zl.| <m,, deci y, = z,. Din egalitatea: B4R A T st din relatiile
m, m, m m,

(++) si (+++) se mai poate deduce ca /=k, deci reprezentarea (++) pentru fractia ordinara %
este unica.
In continuare tratim cazul special m, = p;", (i=1, 2, ..., t), unde pi1, p2, ..., pt sunt

numere prime diferite doud cate doud, iar e, >1 este numar natural (i=1, 2, ..., f).
Fie i fixat in T. Numarul y; din (++) se poate reprezenta ca un polinom in p;:

y, =c(i,e)p] +cli,e,~1)p} +...+c()p", unde c(i,j) € R, (j=1,2, ..., &). In consecinta:

Lé‘ = c(l’ll) + 0(1’22) +..+ c(l’elei) .

p;’ b p; b

Putem scrie acum (++) in forma:

Py Py P, i=1 j=1 p;

unde c(i, j) € R, (=1, 2, ..., e)) pentru i=1, 2, .., t. Este usor de aratat (asa cum am procedat

pentru scrierile (++) si (+++)) ca ultima scriere este unica.

Numim fractie simpla orice fractie ordinara de forma

S



unde p este numadr natural prim, iar ¢ $i e sunt numere naturale cu proprietatile 1 <c< p si

e>1.
Am demonstrat urmatoarea teorema:

Teorema (Gauss, 1801) — teorema de descompunere in fractii simple
. . .. a . .
Fie fractia ordinara —, unde a si b sunt numere naturale, cu 1<a<b i
b=ppy..p" (t22;p < p,<..<p, numere prime si b, >1 numdr natural pentru i=1, 2,

. . . .. . a . .
v, ). Atunci fractia ordinara subunitara m se descompune in mod unic sub forma:

¢ b ..
%: ZZC(Z—’j]) unde k este numar intreg sic(i, j) € Rp[ G=1, 2, ..., by pentrui=1I, 2, ..., t.
i=1 j=1  Pi

Exemple.

El.Pentrua=35§ib=72=23-32obtinem£=%=%+%+%=l+l+l_
72 2.3 20 2 3 4 8 9

Justificare. Avem M=72, m;=8, m>=9, M;=9, M>=8. Pentru M;=9 si m;=8 avem:

1-M, =8 1+1decic/=1.
Pentru M>=8 si m>=9 avem: 1-M,=9-0+8, ..., 8-M2=9-7+1, deci c2=8.

Acum

¥, =amodm, =35mod8=3,
r, =amodm, =35mod9 =8
si prin urmare solutia standard a PCR esten =r,c,M, +r,e,M, =3-1-8+8-8-8.

Din rc,=mx +y, si 3=8-0+3obtinem x/=0 si y;=1. Din rc,=mx,+y, si

64 =9-7+1 obtinem x>=7 si y,=1.

Deoarece
n=yM +y,M,=3-94+1-8=35=arezultd
35 3-9+1-8 3 1 2+1 1 1 1 1
— = = = 4=,
72 89 8 9 8 9 4 8 9



E2. Fie a=13 si b=60=3-4-5. Atunci M=b=60, m;=3, m>=4, ms3=5, M1:£=20,
m,

M, =M _isgiv, =Moo,

m, ms
Gasim:
ci=2, c2=3, c3=3;
x1=0, yi=2; x2=0, y,=3; x3=1, y3=4.

Atuncin, =y M, +y,M,+ y,M,=2-20+3-15+4-12=133=2M +a, de unde

Ezﬁ:nl_yw=2'20+3'15+4'12—2=(—2)+g+§+i:(—2)+2+ﬂ+ideci

60 b M 60 3 4 5 3 4 5

E:(—2)+l+l+%+i

60 2 4 3 5

A2. La intrebarea: Cum putem folosi LCR in rezolvarea de probleme? raspundem... prin

doua probleme:

Problema 1. [ntr-un tablou cu 3 linii si 210 coloane sunt scrise numere naturale astfel: (i) pe
prima linie apare secventa 1, 2, 3, 4, 5 scrisa repetat de 42 de ori, (ii) pe a doua linie apare
secventa 1, 2, 3, 4, 5, 6 scrisa repetat de 35 de ori si (iii) pe a treia linie apare secventa 1, 2,

3,4, 5, 6, 7 scrisa repetat de 30 de ori. Sa se afle:
1) Care sunt numerele scrise pe a 123-a coloanda;
2) Pe a cata coloana sunt scrise de sus in jos numerele 3, 4 §i 4.

Rezolvare. TATONARE: incercand si scriem o parte a tabloului, am observa urmatoarele

fapte: daca j este numarul de ordine al unei coloane (1< j<210) si daca in coloana j sunt

scrise numerele:
Coloana j
Linial: a
Linia2: b
Linia3: ¢

atunci j-a este multiplu de 5, j-b este multiplu de 6 si j-c este multiplu de 7.



SCHIMBAREA PROBLEMEI: Pentru a obtine resturile de la Tmpartirea cu 5 (pentru prima
linie), cu 6 (pentru a doua linie), respectiv cu 7 (pentru a treia linie), inlocuim tabloul initial T;
cu tabloul final T obtinut din T; scdzand o unitate din fiecare din cele 630 de numere din T;.

acum situatia de mai sus capata forma:
Coloana j
Linial: a-1
Linia2: b-1
Linia3: c-1

Mai este deci necesara Incad o schimbare: folosind drept numere ordinale pentru coloanele din

Trpe: 0,1, ..., 209. Acum avem in T¢:
Coloana j
Linial:  jmod5
Linia2:  jmod6
Linia3:  jmod7
situatie care face trimitere la LCR, deci putem formula raspunsurile:

(1) pe a 123-a coloana din T; sunt numerele:

122mod5=2
122mod6 =2
122mod7 =4

(2) pentru modulii 5, 6 si 7 (care sunt relativ primi doi cate doi), LCR ne furnizeaza solutia:

88mod5=3
88mod6=4
88mod7=4

deci numerele 3, 4 si 4 sunt in a 89-a coloana din Ti.



Problema 2. intr-o clasd sunt n elevi. Asezati in bénci céte trei, in una din bdnci se
afla 2 elevi. Asezati in bdnci cdte 4, in una din bdnci sunt 3 elevi. Asezati in bdnci cdte 5, in

una din bdnci sunt 3 elevi. Aflati valoarea lui n stiind cG n<40.

Analiza problemei si conversatia euristicd trebuie sa conduca la urmadtoarele

constatari:
e Problema prezentata este o problema de aflat (se cere aflarea lui n).

e Aflarea lui n se bazeaza pe conditiile: impartind succesiv pe n la numerele 3, 4 si 5, se

obtin resturile 2, 3 si respectiv 3 (pentru LCR astfel de conditii sunt caracteristice).

e Conditia n <40 (necesara enuntului, in baza experientei organizarii elevilor in clase)
are un rol de ,descurajare” pentru cei care doresc o rezolvare bruta: n=1 nu satisface
conditiile, n=2 nu satisface conditiile, ..., n=40 nu satisface conditiile, doar n=23

satisface conditiile.

B. Prezentarea lemei chinezesti a resturilor folosind conceptul de functie.

Mai intai sd precizam cativa termeni din teoria functiilor.

Fie data o functie f:D — R. Ii putem asocia lui f urmatoarele multimi:
1) imaginea lui f: im(f) = {f(a) tae D} cR

1) clasele Iui f: fiecarui element i din mulfimea im(f) 11 asociem clasa

D, :={aeD:f(a):i}gD.
1i1) nucleul lui t: ker( f ) = {Dl. Qe im( f )} = partitie a mulfimii D.

Obiecte date: se considera date t(t > 2) numere naturale mai mari decat unitatea: aj, az, ...,

at.

Notatii:



A=aa,..q,

A= =1,2, ..,
a.

1

R, ={0,1,..a,~1} (i=1,2, ..., 0 si R, :={0,1,..., A~1)

a;

P=R, xR, x..xR, (produs cartezian)
m:=|a,,a,,...,a,] (cel mai mic multiplu comun)

Fapte: Se stie ca:

o m=[a,a,...a,]< M (a)M(a,)N..0M(a,)=M (m)

(unde M (m):={kn:k € N*} pentru oricare n din N*);
* m=A<a, La;,oricarear fii= jdinT;
e g la, (=2,3,...0a L 4.
Functia: Definim functia ¢: R, — P prin ¢(x):=(xmoda,,xmoda,,..,xmoda,,).

Motivatia: Observam ca: (i) m divide pe 4 si (i1) multimile R4 si P au fiecare 4 elemente.

Putem pune elevilor intrebarea: Ce legaturi logice exista intre conditiile?

(1) @ bijectie;
(2) @ injectie;
(3) @ surjectie?

Raspunsul dorit este acela ca cele trei conditii de mai sus sunt echivalente (datorita observatiei
(i1)). Dirijjarea Invatarii este asigurata de cerinta ca elevii (individual sau pe grupe) sa rezolve
succesiv urmatoarele probleme:

Problema 1. Fie x <x,elemente din Ra. Aratati ca au loc echivalentele logice:
o(x)=0(x,) < x,—x, este multiplu de ai, oricare ar fi i din T < x,—x, este multiplu de

m.

Problema 2. Sa se arate ca:



1) Im(o) contine m elemente;

2) Ordondnd crescator elementele din fiecare clasa a lui ¢, se obfin m progresii

aritmetice, fiecare avand ratia egald cu m;
3) Ker(o) este o echipartitie a multimii Ra (adica toate clasele lui ¢ au acelasi cardinal).

Daca elevii cunosc notiunea de congruentd numerica, atunci rezolvarea problemei 1 nu ridica

mari dificultati. Rezolvarea problemei 2 este mai dificild. Putem da aici urméatoarele indicatii:

o ardtati ca ¢(0),¢(1),...,¢(m—1) sunt elemente diferite din /m(¢);

e dacd xeRsi x>m atunci din x=mgq+r, r<m (g, r numere naturale), rezultd ca
o(x)=o(r).

Cand s-a iIncheiat rezolvarea problemei 2, elevii trebuie sa obtind urmdtoarele rezultate:

clasele functiei ¢ sunt:

{O,m,2m,...,(£—ljm}

m

{l,m+1,2m+1,...,(£—ljm+1}
m

{(m—1),m+(m—1),...,(£—ljm+(m—l)}
m

) . . . ) A ..
deci fiecare este o progresie aritmetica de lungime — si ratie m. Acest rezultat conduce la
m
formularea urmatoarei probleme: Ce se intampla in cazul in care m=A?

Raspunsul la aceasta intrebare poate fi formulat astfel: Daca 4=m, atunci in fiecare clasa a lui
¢ se afla exact un singur element. In consecinta, ¢ este injectie. Dar atunci

¢@=injectie=surjectie=bijectie.

In baza raspunsului dat mai sus, obiectivul urmarit in continuare este enuntarea si
demonstrarea unei teoreme importante a aritmeticii modulare, teorema cunoscuta sub numele

de LCR.

Cu precizarea ca Tmpartitorii folositi la TIR se mai numesc si moduli (de aici si

denumirea de aritmetica modulara), LCR raspunde la urmatoarea intrebare: daca se cunosc



resturile xmoda,, xmoda,, ..., xmoda,, atunci se poate reconstitui numdrul (natural,

respectiv intreg) x?

Din rezolvarile de mai sus reiese ca fiind important cazul m=4, adicd a, 1 a Iz oricare

arfii=j dinT.

Enuntul si demonstrarea LCR

Teorema (lema chinezeasca a resturilor) Fiind date numerele naturale ai, as, ..., a; >2 (t>2),

se defineste functia ¢: N — P ,@(x)=(xmoda,,xmoda,,...,xmoda,). Atunci ¢ este surjectie

daca §i numai daca a; este relativ prim cu aj, oricare ar fi i # jdin T.

Demonstratie. Urmatoarele elemente din P sunt importante: E£;=(1, 0, 0, ..., 0), E>=(0,1, 0,

0 0), s E=(0,0,0, ..., ).

1) [implicatia =] Din ipoteza cd ¢ este surjectie rezultd cd existd in domeniul de

definifie N ¢ elemente: ni, n2, ..., ny astfel incato(n,) = E,,p(n,) = E,,...,p(n,) = E,.

m=aq,+1 (g, numar natural)

< . . . n =a,q, (g, numar natural)
Sa studiem consecintele relatiel ¢(n,) = E,. Avem:

Fie j un element oarecare din 7-{I}. Relatiille n, =aq,+1si n =a,;q,conduc la scrierea:

a,q, +1=a,q, , din care rezultd usor ca a; §i aj sunt numere naturale relativ prime.
Analog se procedeaza cu relatiile ¢o(n,)=E,,...,p(n,)=FE, .

2) [implicatia <] Vom da o demonstratie constructiva (acesta este si motivul pentru care
am formulat separat LCR si nu ne-am rezumat la problema 2). Ideea fundamentala

este aceea de a arata ca elementele E1, Eo, ..., E¢ sunt in imaginea lui ¢.

Constructia unui element n; din domeniul de definitie al functiei ¢ pentru care sa aiba loc

relatia gp(n,)=E,.



Deoarece a, La; (j=2,3, ... 1), deducem cd a, L 4. impér;im cu rest multiplii succesivi /4;,

14 =aq,+1,5 <a;
24, =aq,+r,,r, <a;
241, ..., (ai-1)A;ailui A laar: 192 11 <4

(b-D4, =aq, ,+r,,,1,<a.

Atunci resturile 7, 72, ..., rp-; sunt nenule (in caz contrar a; divide 4;, absurd) si distincte doua
cate doua (daca r;=r;, cu i<j, atunci (j-i)4:1=ai(q;-q;), relatie care conduce la consecinta a;
divide A;, deoarece j-i si a; sunt relativ prime, absurd). In consecinta, exista un unic element

nenul ¢; in R, pentru care avem (¢, 4)moda, =1. Ludm n;=c;A; si atunci: n; este numar
natural si ¢(n,) = E,. Procedand analog, gasim un element nenul ¢; in R, pentru care avem

(c;A,)moda; =1si p(n;)=E,,unde n, =c;4, (=2, 3, ..., 1).

Fie (11, ..., ry) un element oarecare din P. Calculam:
(Y)Y n:=riciAit... trecd..

Deoarece a; divide 4; (j=2, 3, .., t) si ciAi=aiq:+1, deci riciAi=ai(riqi)+ri, deducem ca
nmoda, =7 . Analog nmoda, =r, pentru i=2, 3, ..., t. Deci ¢(n)=(#,...,,) de unde tragem
concluzia ci ¢ este surjectie. Incheiem demonstratia teoremei cu urmitoarea observatie:

putem scrie (*) sub forma: n:=riciA;+... +ricidi=Aq+r, r<A4 (g, r numere naturale).

Atunci a; divide 4 (i=1, 2, ..., f) s1 prin urmare, r € R, si

rmoda, =(n—Ag)moda, =r. (i=1,2,....t) deci @(r)=(,...,7).
COMENTARIU

1) Observatia finala din LCR si rezultatele furnizate de problema 1 si problema 2 ne conduc la
concluzia ca R4 este un sistem complet si independent de reprezentanti pentru partitia ker(¢)

a multimii N.

{O+kA:keN};

1+kA: ke Ny;
2) Clasele functiei ¢ sunt: { = }

{(A—1)+kA:keN}



Consecinta: Daca (7, ..., /) este un element in P, fixat arbitrar, atunci, oricare ar fi numarul

natural x, in multimea [x, X+ A) (N existd un unic element n pentru care are loc relatia

p(n)=(n,...r). Intr-adevar fie x > 4 un numar natural si fie » € R ., pentru care avem

o(r)=(n,...,r,) . Pentru s e N avem: xSr+As<x+A®%Ss<l+ﬂ©s:[x;rJ

. Numirul natural n:=A4- {%J +r satisface conditiilen e[x,x+ A) NN si p(n) = (1,...,r,).

3) Restrictia ¢/ R, este o bijectie si (¢/R,) (1inr;)= (164 +..+1c,4,)mod 4 (a se

vedea observatia finala din demonstratia LCR).

APLICATIE. Fie date numerele naturale ai, az, ..., a; > 2(t > 2) cu a; La,, oricare ar fi
i#j din {1, 2, ..., t}). Se defineste un tablou cu t linii si A=ajaz...a; coloane astfel: pentru
fiecare 1=1, 2, ..., t, pe linia i a tabloului se scrie un sir de lungime A, periodic de perioada ai

si cu termenii inifiali 1, 2, ..., al. Sa se precizeze elementele de pe coloana | (1 <j< A).

Rezolvarea foloseste ideile din aplicatia A2 de la paragraful 1.A.

Probleme din concursuri

P1. Aratati ca exista un §ir crescator (an )n>l de numere naturale astfel incat, pentru orice

intreg k>0, sirul (k +a, )n contine un numar finit de numere prime.

>1
(1997 Czech and Slovak Mathematical Olympiad)

Solutie. Fie px numarul prim de rang k, £ >1. Ludm q, :=2. Pentru n>1, fie an+1 cel mai
mic intreg mai mare strict ca a, care este congruent cu —k modulo pi+1 pentru toti k<n.
Intregul anr1 existd in baza LCR. Atunci, pentru toti k>0,k+a,=0(mod p,,,) pentru

n>k+1, deci cel mult k+/ termeni din sirul (k+a,) sunt numere prime (incepand cu al (k+2)-

lea termen din sir numerele sunt multipli de pi+1).

P2. Un punct laticeal X din plan se spune ca este vizibil din originea O daca segmentul OX

nu contine un alt punct laticeal aflat intre O i X. Ardtati ca oricare ar fi un intreg pozitiv n,



existd un pdtrat cu n* puncte laticeale (cu laturile paralele cu axele de coordonate) astfel

incat niciun punct din interiorul patratului sa nu fie vizibil din origine.

(2002 Taiwanese Mathematical Olympiad)

pll p]z pln
Solutie. Consideram o matrice P = Py Py - P,
pn] pnz ces p,m

cu toate elementele numere prime, distincte doua cate doua. Notam:

Li:Hpij (i=12,..,n) si
j=1

C,=11p, G=12....n).
i=1

Fie x; o solutie intreagd a congruentelor:
x, =0(mod L)

x,+1=0(mod L,)

x,+n—1=0(modL,)
Si fie y; o solutie a congruentelor:
¥, =0(mod ()

»,+1=0(mod C,)

y,+n—1=0(modC))



Ambii intregi (adicd x1 si y1) existd prin LCR. Punctul (x1,1) este coltul din stdnga-jos al

patratului, celelalte puncte sunt (x, +i,y,+i) (i=0,1,...,n—1;j=0,1,...,n—1).

Se observa ca ambele coordonate ale unui punct din interiorul pétratului sunt divizibile printr-

un element din matricea P, deci nu este vizibil din origine.

C. Prezentarea LCR cu ajutorul structurilor algebrice

Studiul structurilor algebrice (grup, inel) permite stabilirea unor legaturi (in ambele sensuri)
intre algebra abstracta si aritmetica lui Z . Aceste legaturi le vom pune in evidenta (sub forma

de schitd) in cele ce urmeaza, punand accentul pe legatura:
Algebra abstracta — aritmetica lui Z

1. Folosirea teoriei functiilor

Fie m>2 un intreg fixat. Definim functia surjectivd f:Z - R = {O,l,...,m—l}prin
f(z)==zmodm. Pentru fiecare i din Rm, avem f-clasa:

C={zel: f(z)=i}={m-c+i:cel}

deci {C,,C,....,C,_,} =7, este nucleul functiei /; si este o partitie a lui Z.

>~ m-1
Partitiei Z, alui Z 1i corespunde relatia a fi in aceeasi f-clasa:

z, =z,(modm) < z, modm =z, modm care este o echivalentd pe 7Z, numitd relatia de

congruentd modulo m.

Deoarece este valida urmatoarea teorema:
Teorema. Fie zI §i z2 numere intregi. Atunci conditiile:
(i) z, modm =z, modm ;

(ii) m divide diferenta z;-z>;
(iii) exista un intreg t astfel incat z;=z>+mt

sunt echivalente.



Putem demonstra usor urmatoarele rezultate:

Regula adunérii: Daca z, = z,(modm), atunci u, =u,(modm), atunci

az, + bz, = au, + bu,(mod m) oricare ar fi intregii a, b.
Regula inmultirii: Daca z, = z,(mod m) si u, =u,(mod m), atunci z,u, = z,u,(mod m).

Notiunea abstractd de congruentd a unei structuri s-a obtinut din notiunea de congruenta

modulo m retindnd doar urmatoarele proprietati:
e Este o relatie de echivalenta pe suportul structurii;

e Deoarece (Z ,+)=grup ((Z ,- )=monoid) si regula adundrii, cu a=b=1 (respectiv, regula
inmultirii) permite introducerea conceptului de compatibilitate a relatiei de echivalenta

cu operatia grupala (respectiv, cu operatia monoidald);

e Deoarece (Z,+,-)=inel, compatibilitatea relatiei de echivalentd cu operatiile inelare

este asigurata de data asta de ambele reguli.
In incheierea acestui paragraf venim cu urmatoarele precizari:

e Elementele partitiei Z , se numesc clase de resturi modulo m.

e (caracterizarea unei clase de resturi modulo m) Daca A € Z,A # @ atunci A € Z,,

daca si numai daca sunt satisfacute conditiile:
(j) x = y(modm), oricare ar fi x si y din 4,
(Gj)) x€e A,y e Z si x=y(modm)implica y € 4.

e (caracterizarea relatiei de egalitate pe Z, ). Deoarece Z, este o partitie al lui Z,
pentru fiecare z din Z , exista si este unicd o clasd de resturi 4 €Z,, astfel incatz € 4;

notam clasa de resturi 4 cu Z si spunem ca z este un reprezentant a lui A. Fie acum

A,BeZ,si z,u € ZcuA=2 si B=ii. Atunci A=B daca si numai dacd z =u(modm).

2. Monoizi



Presupunem (asa cum o sd procedam si mai jos) ca s-a introdus notiunea de monoid si

s-au stabilit regulile de calcul intr-un monoid. Scopul urmadrit aici este acela de a introduce

operatiile cu clase de resturi modulo m.

2.1. Monoidul (Z ,+)

Relativ la monoidul (Z ,+) (care este de fapt un grup abelian) introducem operatia de

adunare in P*(Z):={A: A< Z si A# ¢} prin urmitoarea definitie:
A®B:={a+b:acAsibeBlunde 4,Be P (Z).
Este usor de aratat ca (P* (Z), 69) =monoid abelian, unde identitatea aditiva este {0}.

Fie acum dat intregul m > 2. Ne punem problema:
Daca A,BeZ,, atunci A® B=".

Fie ae Asiy e B. Deoarece Z, este o partitie al lui Z , existd un element unic C in
Z. astfel incAta+be C. Daci ae€ A siye B, atuncix =a(modm)si y=b(modm). In baza

regulii adunarii, x + y = a + b(mod m) si deoarece a+beC avem x+yeC,deciA® B C.

Mai mult, dacd ¢ € C, atunci definim

si obtinem acum:

a+b=a+d(modm),

relatie din care rezulta (dupa adunarea cu (—a) in ambii membri),

b=d(modm),

Deci b si d sunt in B si prin urmare,
c=a+d,cuacAsideB, adicice A®B. In concluzie, A®B=CeZ,, relatie

care se scrie cu ajutorul reprezentantilor:



Se demonstreaza usor faptul ca (Z, ,® ) este grup abelian, unde elementul neutru este

A

0, iar simetrica clasei a4 este clasa (—a).
2.2. Monoidul (Z,-)

Ca si mai sus, fie 4,B€Z, si acA,yeB . Produsul a-b al celor doi reprezentanti

se afld intr-o clasd D €Z, . Asa cum am procedat in 2.1 obtinem:
(*YAOB < D, unde
A@B::{x-y:xeA,yeB}.

Considerarea unor exemple particulare ne atrage atenfia ca nu este obligatoriu ca sa

aibd loc sirelatia Dc AOB.
In concluzie, via (*), putem introduce o noui operatie cu clasele 4 si B din Z,:
A[IB =D,

adica A[]JB este acea clasa de resturi modulo m care include submultimea

AOB = {x y:xed,ye B} nevida, a lui Z ; in baza definitiei cu reprezentanti,

(**) ab:=a-b.

Se demonstreaza usor si aici ca (Z, , [-]) este un monoid abelian care are ca identitatea

multiplicativa pe 1.
O problema importantd este urmatoarea:

Sa se determine unitdtile (adica elementele inversabile) monoidului (Z,,, [-]).

Pentru rezolvarea acestei probleme, agsa cum arata si (**), vom folosi reprezentanti ai

claselor de resturi din Z , .

e Fie a unul dintre reprezentantii unei clase inversabile din monoidul (Z, , [-]). Atunci

existd o unica clasda C € Z,, astfel incét

alc=1.



Fie b un element oarecare din C. din

D
]
S
Il
[

deducem ca
(***) a-b=1(modm)
si prin urmare, a-b =1+ ¢m pentru un anumit intreg . Ultima relatie ne arata ca

’m):l7

2

(a,m)= (|a

mbzda

deci @ L m (scriere simbolica a faptului cd a si m sunt intregi relativ primi). Deci a € U(Z,,)

implicd a L m.

In baza relatiei (***) putem introduce urmatorul concept aritmetic: Fiea € Z . Spunem
cd numarul intreg a este inversabil modulo m, daca existd un intreg b astfel incat

b-a=1(modm).

e Fie acum cazul a 1 m. Folosind extinderea algoritmului lui Euclid, exista doi ntregi u

si v pentru care are loc relatia:
u-a+v-m=1
Putem scrie ultima relatie in forma:
u-a=1+(-v)m
deci
u-a=1(modm).
Din ultima relatie deducem ca

=1,

>
ISH

deci acU(Z,).
in rezumat,

aeU(Z, ) dacd si numai dacaa L m.



Concluzii la subparagraful 2.2
e Din cele prezentate deducem ca:

almsi x=a(modm)implica x Lm (xeZ)

Deoarece R, = {0,1,..., m— 1} este un sistem complet si independent de reprezentanti ai

partitiei Z, alui Z, putem scrie Z,, = {6, 1,..,m— 1}.
e Avem pentru multimea U (Z,,) a unitatile din monoidul (Z,,, [-]):
U(Z,)={F:reR, sir Lm}

e Ultimul rezultat motiveaza deplin introducerea functiei ¢ (indicatorul lui Euler):
functia ¢ :N" — N’ este definitd prin ¢(1) =1 (prin definitie) si
p(m) = ‘{r eR, :rl m}‘ = |U(Zm)|

e Deoarece:

In orice monoid, multimea unitatilor impreund cu operatia indusa pe aceasta multime

de catre operatia monoidala, formeaza un grup.

Avem ca (U(Z,,), [:1)=grup abelian, unde operatia indusa de [-] pe U(Z,,) s-a notat cu acelasi

simbol. Folosim acum acest grup pentru a demonstra teorema lui Euler.

Teoremai. (teorema lui Euler) Fie intregii m>2 sia, cu m L a. Atunci a®"™ =1(mod m).

Demonstratie. Relatia m La ne aratdi cd aeU(Z,). Notim: Z,={a,,q,,...,c, |unde
s = @(m)

Din relatiile:



deducem: pE(@°=p
unde produsul de clase ¢,,a,,...,a, s-anotat cu p. Dupd simplificarea cu p se obtine:
(8)° =1, adica a5=1
relatie din care se obtine congruenta
a’ =1(modm).
e Demonstratia de mai sus se foloseste si pentru urmatoarea generalizare:

Teorema. (teorema lui Euler) Fie (G,-) un grup abelian cu s elemente. Daca a este un

element din multimea G, atunci a’=1, unde 1 este identitatea grupului (G, -).
e Inincheierea acestor concluzii dim o demonstratie algebrica urmatoarei teoreme:
Teorema. (Euclid, Gauss) Fie intregii m, a si b cu proprietatile:
)m=>2
ii)m |ab
iii)m1la.
Atuncim |b .

Demonstatie.

1) Algebrica:

~

aeU(Z,),deciexistd ceU(Z,) astfel incat a[-] ¢ = 1.

In monoidul (Z , [-]) putem scrie acum succesiv

m?

alb=0,
¢E@@b) =0,
e@ay@b=0,

i@b =0,

Sp
Il
=)



Deci m|b—0=b.

2) ,,Aritmetica’:

Deoarece a | m, a este inversabil modulo m, deci exista un intreg c¢ pentru care are loc

relatia:
c-a=1(modm).
Din a-b=1(modm) deducem ca c-a-b=0(modm)
dar ¢-a-b=b(modm) (din c-a=1(modm)si b=b(modm)),
deci b = 0(mod m)
relatie din care se deduce ca m divide pe b.
Concluzii l1a paragraful 2.
FAPTE:

= Perechea (Z ,+) este un grup abelian. Relatia de congruentd modulo m (2 > 2 intreg)
este o relatie de echivalentd pe 7Z care este compatibila cu operatia grupald (adica,

operatia de adunare a numerelor intregi). Pentru fiecare a si b din Z , avem:

(H) a®b=a+b,
egalitate de mulfimi.
= Perechea (Z,-) este un monoid abelian si, pentru fiecare a si b din Z avem:

(++) ab<a-b,

incluziune de multimi. In aceasta structura avem, prin definitie,

ab:=a- b,
relatie de definitie (notata ca de obicei cu simbolul ,,:=").
Concluzii: Fie ,,*” una din operatiile ,,+”, respectiv ,,-”. Avem: (Z,*)=monoid abelian.

Pentru m > 2 dat, relatia de congruentd modulo m este compatibild cu operatia monoidala:



z, = z,(mod m) siu, = u,(modm) implicd z, *u, =z, *u,(modm), deci relatia de congruentd
modulo m este o relatie de congruentd a monoidului (Z ,*). Putem extinde operatia monoidala

pe Zla o operatie monoidald pe P"(Z), prin definitia:
A*B = {a*b:a e A,b EB}

unde operatia pe P (Z) s-a notat (pentru simplitate) cu acelasi simbol, cu * (fira incercuire,

respectiv fard incadrare).

Daca 4,BeZ, , atunci
(+++) A*Bc C,
unde C €Z,, si C=unic cu proprietatea (+++).

Prin urmare, putem lua prin definitie:
(++++) A*B:=C,

st atunci (Z,, ,*)=monoid abelian, cu identitatea datd de elementul identitate din (Z,*):

0 , respectivi . Mai mult, deci a € 4 si b e B atunci (++++) se scrie:

() dxb:=axb,

unde relatia de definitie ,,;=" este o egalitate de multimi, ca 1n (+), sau o incluziune, ca in

(++). Folosind reprezentanti (++++) si (+++++) ne aratd ca C este acea clasa din Z, care
contine elementul a*b. Definitia (++++), respectiv (+++++) se bazeazi pe (+++). In loc sa
spunem ca ,,(+++) implicd (+++++)”, spunem ca ,,operatia (+++++) nu depinde de alegerea

reprezentantilor”. Validarea ultimei sintagme se bazeaza pe urmatorul text demonstrativ:

»Alegem ae 4 s1 be B. Compusul a*b (care este fie 0 suma, fie un produs) este un element

din Z. Cum Z,, este o partifie a lui Z, existd un element C in Z , astfel incat a*be C.
Fie acum o altd alegere: x e 4 si y € B. Au loc urmatoarele fapte:
e Cum x,ae A4,avem x=a(modm);

e Cum y,beB,avem y=b(modm).



Deoarece relatia de congruenta modulo m este o relatie de congruenta in monoidul (7Z ,*), mai

avem si relatia
x*y=a*b(modm),

deci x*y e C. Prin urmare, operatia cu clase din Z  data de definitia (+++++) nu depinde de

alegerea reprezentantilor.”
3. Grupuri.
UN MODEL PENTRU GRUPURI FACTOR

Perechea ( Z ,+) este un grup abelian. Se stie din teoria generald a grupurilor ca:

e Dacd acZ,atunci (a) (subgrupul generat de a) este dat de:
(a)={z-a:zeZ}=al
e Daca aeZ, atunci <a> = <—a> , -a fiind simetricul lui a.
Folosind TIR, se demonstreazad ci {0Z={0},1Z = Z,2Z,3Z,...| ={nZ:n €N} este familia

tuturor subgrupurilor grupului (Z ,+).

Fie dat intregul m >2. Atunci mZ este subgrup al grupului abelian (Z ,+) (pentru grupurile

neabeliene considerdm divizorii normali). Faptul demonstrat in paragraful 2, ca (Z, 1)

devine grup, are urmatoarea prezentare:
1) Se introduce relatia de congruenta in raport cu subgrupul (respectiv, divizorul normal):
z,=z,(modmZ) < z, —z, e mZ

care este o relatie de congruenta, adica o relatie de echivalentd pe suportul grupului (pe Z ) si

este compatibila cu operatia grupala:

z, = z,(mod mZ) siu, = u,(mod mZ) implicd z, +u, = z, + u,(mod mZ) .
i1) Se introduce notatia: Daca x e Z, atunci
X={yeZ:y=x(modmZ)}

este clasa lui x in raport cu relatia de echivalenta definita la (i). Se arata ca



Xx=y < x=y(modmZ)
oricareafi x,yeZ.

1i1) Se introduce operatia cu clase de echivalenta:
E+y=x+y.
iv) Se aratd ca operatia definitd la (iii) nu depinde de alegerea reprezentantilor.

v) Multimea de clase se noteaza cu:

Z  suport grup _7

m*

mZ suport subgrup

Se arata ca (Z, ,+) este grup abelian, numit grup factor. In plus, 0=mZ.

Pentru m=0, relatia de congruenta modulo 0Z ={0} este chiar relatia de egalitate pe Z . Deci

% ={x}, oricare ar fix din Z. In plus, (Z,,+) = (Z,+), caz banal.

Pentru m=1, relatia de congruentd modulo 1Z =7 este relatia universald pe Z, adica orice

element din Z este in relatie cu orice element din 7Z . Deci 0=2 s1 prin urmare, (Z,,t) este

un grup cu un singur element, si anume 0, caz neinteresant.

FOLOSIREA HOMOMORFISMELOR

a) Epimorfism canonic. Fie m > 2 un iIntreg si fie functia p definitd pe Z cu valoriinZ, , data

de:

p(z)=z,

unde z este unica clasd din Z, ce contine pe z dinZ . Atunci p este un homomorfism al

grupului (Z,,,+), adica:

p(x+y)= p(x)+ p(y), oricare ar fi x,y dinZ , si p=surjectie.

Spunem ca p este epimorfism al grupului (Z ,+) pe grupul factor (Z, ,+). Urmatoarele

observatii sunt utile:



A

e p(x+y)=p(x)+ p(y)inseamna céx/-;/ = x+3\/;

e Multimea {x eZ: p(x)= 6} se numeste nucleul homomorfismului p si se noteaza cu

ker(p). Deoarece ker(p)=mZ si% =7, , nucleul algebric al lui p este echivalent
m

cu nucleul functional al lui p, adica mZ este echivalent cuZ, ;
e Multimea { p(x):xe Z} se numeste imaginea homomorfismului p si se noteaza cu

Im(p). Deoarece Im(p)=17,, adica p (ca functie) este o surjectie, spunem ca grupul

(Z,,,+) este imaginea homomorfa a grupului(Z,+).

b) Ordinul unui element dintr-un grup. Fie a un element dintr-un grup oarecare (G, - ), unde

elementul neutru al grupului se noteaza cu simbolul e. Se stie ca:

<a>={a2:zeZ}

Ultima relatie ne sugereaza introducerea functiei f(z):Z — G, f(z):=a° . Atunci feste un

homomorfism de la grupul (Z,+) la grupul (G, "), adica:
f(z,+z,)=f(z))- f(z,), conform relatiei:
a’ =a"-a” ,(z,,z, € Z).
Atunci:
Im( ) =< a >=subgrup al grupului (G, ")
si
ker(f):{zeZ:f(z):e}:{zeZ:az ze}sz

deoarece ker( f) =subgrup al grupului (Z,+), cum € N. Se defineste ordinul lui @ in grupul

(G,") prin:
ord(a)=m,

unde mZ =Xker(f)sim e N. Prin urmare:



o ord(a)=0<a” =eimpliciz=0, oricare ar fize Z;

o ordla)=la=e;

o ord(a)=m>2<a #e,a’ #e,..,a" " #esia" e<>a" =esia’ =eimplicd m/z,
oricare ar fi z dinZ, echivalente ce se pot demonstra direct sau prin folosirea teoremei

fundamentale de izomorfism pentru grupuri:

Z Z : _
ker(f):ﬁzzm =im(f)=<a>.

4. Inele

Tripletul (Z,+,-) este un inel unitar si comutativ (mai exact, un domeniu de
integritate). Fie m > 2 un intreg. Deoarece (Z, ,+) =grup abelian si (Z,, ,-) =monoid abelian si
inca Zl(é + 2‘) —a-bta-c (a,b,c IS Z) , deducem ca (Z,+,-) este inel unitar si comutativ,
numit inelul claselor de resturi modulo m. Daca relativ la grupul (Z,+) multimea
mi, = {m -z:z€ Z} este divizor normal, relativ la inelul (Z,+, ) , multimea mZ este un ideal
bilateral. Deci putem da inca un model de a construi inelul factor (Z ot ) plecand de la

inelul (Z, +, ) si de la idealul bilateral mZ, constructie pe care nu o mai detaliem.

Functia p:Z — Z, definita prin p(z) = z devine un epimorfism de inele, numita
epimorfismul canonic. Asa cum am aratat la celelalte paragrafe, U (Zm ) = {; :reR sirl m}

. In particular, (Zm ,+, ) =corp daca si numai daca m=numar natural prim.

5. Lema chinezeasca a resturilor.

Fie dati intregii: m,,m,,...,m, > 2, numiti moduli (¢ > 2), avem inele factor:
(Zm[ ,+,-) (i=1,2,...,t). Deoarece Z, ={0+mZ,1+mzZ,,...(m —1)+mZ}, adici clasa lui
0 modulo idealul m,Z, ..., clasa lui m, —1 modulo idealul m Z (nu avem suficiente simboluri
diacritice pentru a nota clasele de resturi modulo m,), i=1, 2, ..., t, deducem ca produsul
cartezian de multimi P:=7%, xZ, X..xZ, are m,m,,..m, =:M elemente. Pe mul{imea P se

introduc operatiile:

1) Deadunare, o+ f:=(x,+ Y, % +V,,.X, +,);

2) De inmultire, a- B := (X, y,,%, VysernX, - 1, )



pentru n-uplele: o =(x,,x,,....x,)si B=(»,,,...,»,) din P (deci, elementele din « si din

[ sunt clase de resturi).

Se demonstreaza usor ca (P, +, ) este un inel unitar si comutativ, numit produsul

inelelor (Zm,. ,+, ) (i =12,.., t), unde elementul nul din P este uplul:

(0+2,.0+Z,,....0+Z, )=0,,

iar elementul identitate din P este uplul: (1 +2,.1+%,, ., 1+Z, ) =1,.

Cu notatiile astfel introduse, urmatoarea teorema o vom numi lema chinezeasca a
resturilor.

Teorema (LCR)
1) Functia @:7Z— P definita prin ¢(z) :(z+le,z+mZZ,...,z+th,) este un
homomorfism de la inelul (Z,—l—,-) la inelul (P,+,-) i ker(gp):,u, unde u este
cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale m,,m,,...m,.
2) Functia @ este un epimorfism al inelului (Z,+,~) pe inelul (P,+,~) daca §i numai

dacam, L m;, oricare ar fi i # j din multimea {1, 2,...,t}.
Demonstratie.

(1) Demonstratia faptului cd ¢ este un homomorfism de la inelul (Z, +,-) in inelul
(P,+,) nu ridica mari probleme.
Fie acum z din ker(p) . Atunci ¢(z)=0, , deci z este un multiplu de m, (i =1,2,..,7),
de unde se deduce ca z este un multiplu al lui x, deci z € pZ si prin urmare, ker(gp) <t
Reciproc, dacd z € uZ , atunci m, |y|Z (i=1,2,.,t) sideci, ¢(z)=0,, adica uZ <ker(p).

In concluzie, ker(¢)= pZ.

(2) Necesitatea. Deoarece ¢ este o functie surjectiva, elementele din P:

E = (1+mIZ,O+m2Z,...,O+mZt),
E,: (O+mIZ,l+mZZ,...,O+mZt),

E, =(0+mZ,0+m,Z,...,.1+mZ,)



sunt in imaginea lui¢ . Deci existd in Z ¢ elemente z,,z,,..., z, astfel Incat

Din ¢(z,) = E, deducem egalitatea:
(z1 +m2,z, + myL,...,z, +th) = (1+le,O+m2Z,...,O+mIZ)

de unde se obtin congruentele: z, =1(modm,) si z, =0(modm,) cu (i =1,2,...,7). Prin

urmare z, =1+m, -k =m, -c, relatii ce implica faptul & m, Lm, (i=2,3,...,1).
Analog, m; L m,, oricare ar fi i din multimea {1,2,...,t}—{/} pentru j=2,3,...,.

Suficienta. Folosim metoda constructiva. Introducem notatiile:

M. =

1

M
m;

Deoarece m, Lm, (i=2,3,...,t), deducem ca m, L M, deci intregul M; este inversabil

modulo M; si prin urmare, exista si este unic intregul 4, € Rm] = {0,1, ey — 1} astfel incat
uM, =1(modm,).

Faptul ca g estein R, are urmétoarea demonstratie: cum M, L m,, exista un intreg a pentru
care avem aM, =1(modm, ). Atunci 4 este restul impartirii intregului a la modulul m;.
Unicitatea lui g se justifica astfel: daca si bestein R, si daca bM, = 1(modm, ), atunci
M, =bM, (modm,) si prin urmare, g, =b(modm, ), adica b = . (algebric:

~ ~

M, =i=l;-lf/[\l implicd, dupa simplificarea cu 174\1 € U(Z ), ;1\1 =b,deci g, =b,unde z

m

este clasa lui z din Z)

Analog, existd un unic x; in ]le = {0,1,...,m[ —1} astfel incat

M, =1(modm,), unde (i=2,3,...,7).



Fie acum elementul oarecare p:=(r;, + mZ,r, + m,Z,...,r,+mZ) din P unde 7,,7,....7, € Z.
Definim elementul z din Z prin z :=nu M, +...+ruM,. Pentru fiecare i =1,2,...,¢ avem:
o M, =1(modm,),deci ruM, =r.(modm,) si

o uM, = O(modmj), deoarece m; divide M; (j € {1,2,..1}—{i}). Deci, p(z)=p .

Consecinte. In baza teoremei fundamentale de izomorfism pentru inele, avem izomorfismul:

kerZQo) = zm((ﬁ) , adica f_Z —Tu= im((p)_

Consecinta 1. Imaginea im (@) este datd de

im (@) ={(i+mZ,i+mZ,....i+mZ,):i=0,1,.., -1},

1

Consecinta 2. Are loc izomorfismul: % =%, =P.

Deoarece ¢(z,)=¢(z,) < z,—z, eker(¢) (z,,z, € Z), pentru Consecinta 2 putem da

urmatoarea formulare:

Teoremi (forma clasica a LCR). Fie dati modulii m; (i=1,2,...,t) cu m, L m, pentru orice

i#j din {1,2,...,t}. Atunci, oricare ar fi intregii a,,a,,...,a,, sistemul de congruente

x=a,(modm,)

x=a,(modm,)

are exact o solutie in multimea [z, z +M) NZ, oricare ar fi intregul z.

§3.2. Varianta polinomiala a LCR

Pentru dezvoltarea acestei sectiuni, reactualizdm termeni §i rezultate privitoare la

polinoamele intr-o nedeterminatd si cu coeficienti reali. De asemenea, mai precizam si



principalele structuri algebrice necesare. Modelul ce trebuie urmat este domeniul de

integritate euclidian (Z,+,).
(A) R—algebra R|[x]
(1) R—algebra R[x]

= se considera fixate urmatoarele obiecte:

e x = nedeterminata;

e R[x] =multimea polinoamelor in x cu coeficienti reali.

* un polinom nenul f(x) din R[x] are forma algebrica standard (care este unicd):
(*) f(x)=apx’ +ax' +..+a,x", unde

e m>0 este numar Iintreg, numit gradul polinomului f(x) (in notatie,
n=grad (f(x)));
e clementele a,,q,,...,a, (numite coeficientii lui f(x)) sunt numere reale;

e a, #0 este numit coeficientul dominant al lui f(x).

» Operatia de extragere a coeficientului puterii £ a lui x se noteaza cu simbolul [xk ] si

se defineste prin (conform (*)): [xk]f(x) =a, (keN).
Evident, k>n implicd [ x* | £ (x)=0 (keN).
Polinomul nul, notat cu Q(x), este caracterizat de conditiile:

[xkjé?(x) =0, oricare ar fi k € N, motiv pentru care luim grad(é?(x)) =—o0,

R[x] se organizeazda ca R-algebra in baza urmatoarelor definitii, daca
f(x),g(x) € R[x] si r € R, atunci:
](f(x)+g(x)) = [xk]f(x)Jr[xk]g(x), oricare ar fi k e N ;
. [xk](f(x)-g(x)) = [x[]f(x)-[x-/}g(x), oricare ar fi ke N ;
]

i+j=k

(r-f(x))::r[xk}f(x), oricare ar fi k e N



Tripletul (R [x] ,+, ) este un inel unitar si comutativ; elementul de identitate este e(x) =1x",

iar elementul nul este 6(x)=0-¢(x). Inelul (R[x],+,~) este 0 R -algebri.

(2) Functia grad

= Structura de monoid ordonat arhimedian (N,+,S) se extinde la N introducand
relatiile:

o (—0)+(—0):=—00 si (—0)+n=n+(—o0):=—o oricarcar fi neN.

e —o0=-—00g§i —0<n oricare ar fi ne N.

Noua structura (N ,+, S) este un monoid ordonat (dar nu arhimedian, deoarece

k(—o0)=(=0)+(~0)+...+(—0)=—0<n,oricare ar fi k e N*si neN).

k termeni

= Functia grad, notatd grad, se defineste astfel: grad : R[x]— N, si pentru un element

oarecare f{x) din R[x] avem:
(i) grad ( f (x)) =—o0, daci f{x) este polinom nul, respectiv
(i) grad (f(x)) = max{k eN: [x"]f(x) # 0} e N, daci f{x) nu este polinom nul.

= Urmitoarele relatii relative la (N,+,g) constituie proprietatile algebrice ale functiei
grad:
o grad(f(x)+g(x))<max(grad(f(x)).grad(g(x)));
+ grad(~g(x)) = grad (g (x))

o grad(f(x)-g(x)) = grad(f(x))+grad(g(x)) (relatie numitd feorema
gradului)
. grad(r-f(x)) = gradf (x)m dacd r =0, respectiv gmd(r-f(x)) =—o0, daci

r=0
(f(x),g(x)eR[x];re]R)

(3) Relatia de egalitate pe R [x]



(1) (egalitatea dupa grad si coeficienti) Fie f(x) si g(x) din R[x] . Spunem ca polinoamele f{x)
si g(x) sunt egale dupd coeficienti dacd si numai daca [xk] f(x)= [xk } g(x), oricare ar fi
keN.

(i1) (egalitatea dupa valori) Fie f{x) un polinom nenul din R [x] care are forma algebrica

standard exprimata in (*). Pentru fiecare » din (*), expresia numerica
ar’ +ar' +..+ar' eR

(ce se obtine din (*) prin substitutia x <— ) se numeste valoarea polinomului f(x) in r i se

noteazi cu simbolul f(7) (prin conventie, t’=1, oricare ar fi r e R)

Daca r e R, atunci H(F) =0.

In baza precizarilor de mai sus dim urmitoarea definitie: fie f{x) si g(x) din R[x]. Spunem

ca polinoamele f(x) si g(x) sunt egale dupa valori daca si numai daca f(r)=g(r), oricare ar fi

relR.

Se stie ca cele doua relatii de egalitate sunt echivalente pe R[x] , motiv pentru care le notam

pe ambele prin simbolul =.
(4) Radacini ale unui polinom

= Fie dat un polinom f{x) din R[x]|. Un element oarecare reR este o rdddcind a
polinomului f(x) daca f{r) =0.
Deoarece 6(r)=0, oricare ar fi » € R, urmeaza ca polinomul nul #(x) are radacina pe
orice element din R . Dacd ag este un numar real nenul si dacd f(x)=a,x", atunci f(r)=aq,

, oricare ar fi » € R, deci f(x) nu are nicio radacina reala.

Polinoamele care au gradul egal cu —co sau egal cu 0 se numesc polinoame constante.

Celelalte polinoame din R[x] se numesc polinoame neconstante.

= Teoremi (teorema lui Descartes) Orice polinom neconstant f(x) din R[x| are in R

cel mult n raddcini distincte, unde grad (f(x)) =nx1.



» Teorema (consecintd a teoremei lui Descartes) Fie f(x) si g(x) din R[x], cu
grad(f(x)),grad(g(x))én (neN). Daca exista in R nt+l elemente:

n<rn<..<r <r, astfel incdt f(ri):g(ri) (i=L12,...,n+1), atunci {(x)=g(x) (si

prin urmare, f(r)=g(r), oricare ar fi r e R ).
(5) Teorema de impartire cu rest (TIR)

Teorema (numita inca si teorema de Tmpartire euclidiand). Fie f(x) si g(x) polinoame

din R [x] ,Ccu g (x) # 9(x) . Atunci exista §i sunt unice polinoamele c(X) (numit cdtul) si 1(x)

(mumit restul) din R x| care satisfac relatiile:

(i) (proba impartirii) f(x)=g(x)-c(x)+r(x);
(ii) (conditia restului) grad (r(x)) < grad (g (x)).
Notagie: f(x)modg(x)=r(x).

(6) Structuri algebrice cu mulfimea suport R[x]
1) (R[x],+,~) este o IR - algebra.

2) (R[x],Jr, ) este un domeniu de integritate (proprietatea de integritate: f(x)# 6(x)si
g(x)#6(x) implicd f(x)g(x)=6(x) este o consecintd a teoremei gradului) euclidian (in

baza TIR), asa cum este si (Z, +,-) .

3) (R[x] , +) este un R - spatiu vectorial de dimensiune infinita. Baza standard este
o= (xo,xl,xz,...) =(x”) n=0.

(B) Aritmetica domeniului de integritate euclidian R[x]

(1) Relatia de divizibilitate in R[x]

= Fie f{x) si g(x) din R[x]. Spunem ca f{x) divide pe g(x) daci existd in R[x] un
polinom /(x) pentru care are loc relatia /(x)f(x)=g(x), deci ,factorul divide

produsul”.



Notatie simbolica: f (x)‘ g(x) .

e Daca f(x)#6(x), atunci f(x)[g(x) dacdi si numai daci
g(x)mod £ (x) = 6(x).

e Dacd g(x)=6(x), luand h(x)=6(x), atunci f(x)‘g(x), oricare ar fi f{x) din
R[x].

e Relatia de divizibilitate in R [x] este o preordine (este reflexiva si tranzitiva)

= Relatia de divizibilitate din R[x]| se extinde la o relatie de echivalenta pe R|[x]

(numita relatia de asociere in divizibilitate) pe baza definitiei:
f(x)~g(x):e f(x)|g(x) st g(x)[/(x).

e Se demonstreaza usor ci: Fie f(x) si g(x) din R[x]. Atunci f(x)~ g(x) daca si

numai daca exista un scalar real nenul r astfel incat f(x) = ¢-g(x) (sau echivalent
1
g()=1r(p
e C(Clasele de echivalenta ale relatiei de asociere in divizibilitate sunt asadar:
19/(\x) = {H(x)} si f(x)= {rf(x) re R} , dacd f{x) este un polinom nenul din R[x]. In
particular, clasa de echivalenta a identitatii e(x) =1x" este

—

e(x) = {re(x) re R*} = U(R[x]) ,
adica multimea unitatilor (elementele inversabile) din R[x].

R[x]

e Multimea de clase se ordoneaza 1n baza definitiei:

—

S(x)2g(x)e f(2)g(x) (/(x).g(x) e R[x])



. R
care nu depinde de alegerea reprezentantilor. In multimea partial ordonata: ( [x] ,S] ,

—

primul element este clasa e(x)=U (R[x]) , iar ultimul element este clasa 6(x)= {G(x)} :

—

Observam ca e(x) ue (x) = multimea polinoamelor constante.

* Spunem ca o proprietate (P) este proprietate aritmetica daca din faptul cd o are un

polinom f(x) din R[x] rezultd ca o are orice polinom din clasa sa de echivalenta,
S (x).
e Fie f(x)=ayx"+ax'+..+a,x" forma algebrici standard a unui polinom f{x)

din R [x] .
Atunci definim polinomul

*(x) ::aLf(x)=Z—°x0 +Z—1xl +...+%x”‘1 +1-x",
n

n n n

numit polinomul monic asociat lui f(x) (un polinom nenul se numeste monic daca coeficientul

sau dominant este egal cu numarul real 1). Un produs finit de polinoame monice este un
polinom monic. Daca n=0, atunci f(x) =a,x’ si f*(x) = e(x) (ao # 0 din ]R). Prin
definitie, 0*(x):=6(x).

(2) Proprietati aritmetice

Fie f{x) un polinom neconstant din R|[x]. Spunem:

(1) ca f(x) este polinom ireductibil (in R[x]) daca f(x) = g(x)h(x) implica g *(x) = e(x)

sau h*(x)=e(x), oricare ar fi g(x),h(x)eR[x];

(ii) ca f{x) este polinom reductibil (in R[x]) daca exista in R[x] doua polinoame g(x) si h(x)
cu proprietatile f(x)=g(x)-2(x), g*(x)#e(x) si h*(x)#e(x) (deci g(x) si h(x) sunt
polinoame neconstante);

(ii1) ca f(x) este un polinom prim (in R[x]) daca f(x)‘g(x)h(x) implica f(x)‘g(x) sau

f(x)‘h(x), oricare ar fi polinoamele g(x),z(x)eR[x].



Observatii.

a) Proprietatile: ,,a fi polinom ireductibil”, ,,a fi polinom reductibil” si ,,a fi polinom prim”

sunt proprietdti aritmetice, asa cum lesne se poate demonstra.
b)Proprietatile: ,,a fi polinom ireductibil” si ,,a fi polinom prim” sunt echivalente.

¢) Avem analogiile:

e Polinom ireductibil in R[x] <> numar prim in N (sau in Z)

e Polinom reductibil in R[x] <>numar compus in N
d) Proprietatile: ,,a fi polinom ireductibil” si ,,a fi polinom reductibil” sunt in relatia logica de
contradictie relativ la mulfimea de polinoame neconstante din R [x] . In concluzie, daci f{x)
este un polinom neconstant din R[x], atunci pentru f *(x) (deci si pentru f{x)) are loc una si
numai una din situatiile:
i) f*(x) este ireductibil
ii) f*(x) este reductibil.
(3) Cel mai mare divizor comun

Pentru un polinom nenul f(x) din f* (x) notam

D*(f(x)):={g(x) e R[x]: g(x) este nenul, este monic si g(x)| / (x)} deci D*(f (x)) este
multimea divizorilor monici ai polinomului /{x). Fie f{x) si g(x) doua polinoame nenule din
R[x]. Multimea D*(f(x))N.D*(g(x)) contine divizorii comuni monici ai polinoamelor
f(x) si g(x). Cel mai mare polinom in grad din D*( f(x))ND*(g(x)) se numeste cel mai

mare divizor comun (monic) al polinoamelor f(x) si g(x) si se noteaza cu simbolul (f(x),g(x)).

Daca (f(x),g(x)) = e(x), spunem ca polinoamele f(x) si g(x) sunt relativ prime, $i notam acest

fapt cu simbolul f(x) 1 g(x) .



e In baza TIR se obtine algoritmul lui Euclid in varianta polinomiala. Ca si in (Z,+,-),

se obtine rezultatul: Fie f(x) si g(X) doud polinoame nenule din R[x]. Daca (f(x),g(x))

= d(x), atunci D *(f(x))ﬂ D *(g(x)) =D *(d (x)) :
Plecand de la acest rezultat se obtin si celelalte rezultate analoge aritmeticii lui (Z,+, ) )

o (f(x)n(x).g(x)h(x))=h(x)(f(x)g(x)) () si g(x) polinoame nenule din R[x];
h(x) polinom nenul si monic din R[x]).

o (f(x).&(x))=e(x) implicd (f(x),g(x)|h(x))=(f(x).2(x)) (), g, hx)
polinoame nenule din R[x]).

e Daci (f(x),g(x))=e(x) (i=1,2,....n), atunci (f(x),g (x)....g,(x))=e(x) (1x)
si gi(x) polinoame nenule din R[x]).

o Daca f(x)|g(x)h(x) si (f(x).g(x))=e(x) aunci f(x)h(x) (%), g, h(x)
polinoame nenule din R[x]).

e Daci f(x)[h(x).g(x)|h(x) si (/(x).g(x))=e(x) atunci f(x)g(x)|h(x) ().

g(x), h(x) polinoame nenule din R[x]).

~
—_
=
N—
oq
—_
=
N—

e Daca (f(x),g(x)) = d(x) # e(x), atunci (d(x) , d(x)J = e(x) (ftx), g(x) polinoame
nenule din R[x]).
(4) Polinoame monice ireductibile. Teorema fundamentala a aritmeticii lui R[x] .
= O clasificare a polinoamelor nenule din R[x]

Pentru fiecare polinom nenul f{x) din R [x] are loc doar una din urmatoarele situatii:

(i) f(x) este polinom constant, si atunci D *( f (x)) = {e(x)} , deci polinomul identitate

e(x)=1x" este singurul divizor monic;

(i1) f(x) este polinom ireductibil, si atunci f{x) este polinom neconstant si

D *(f(x)) = {e(x)} ,f *(x), deci f{x) are exact doi divizori monici;



(111) f{x) este polinom ireductibil, si atunci f(x) este polinom neconstant si
D *(f(x)) = {dl (x)=e(x),d,(x),...d,(x)= f*(x)} , deci f{x) are exact ¢ >3 divizori
monici distincti.

= Polinoame monice ireductibile

e Exemple: Se demonstreaza usor faptul ca:

a) Polinoamele monice ireductibile de gradul intdi sunt de forma m', (x)=x—ax’,

unde aeR;

b) Polinoamele monice ireductibile de gradul doi sunt de forma

m"b’c()c):x2 +bx' +cx” unde b,ceR si A=b"—4c <0

In baza teoremei fundamentale a algebrei (care poate fi formulata astfel: /n domeniul de

integritate euclidian ((C[x] ,+, ) , singurele polinoame ireductibile monince sunt cele de

forma m', (x) =x—a, cu a €C.)rezultd ca alte polinoame monice ireductibile nu mai exista

in R[x].

e O proprietate a polinoamelor reductibile: Daca f(x) este un polinom reductibil,

atunci polinomul reductibil are un divizor polinom monic ireductibil.

Demonstraie. Este suficient sa luam in (iii) pe d, (x) cu proprietatile d, (x)#e(x) si

gradd,; (x) < grad (d(x)) (j = 2,3,...,t) .
e O generalizare a unei proprietati a polinoamelor ireductibile.

Fie p(x) un polinom ireductibil (monic sau nu). Daca p(X) divide un produs

1 (x)f2 (x)f, (x) de polinoame din , atunci p(x) divide cel putin un factor: R [x] (t > 2)
pentru cel putin unidin {1, 2, ..., t}.

Demonstratie. Avem p*(x)=(p(x), f;(x) f,(x)...f, (x)). Din ipoteza

(p(x),fl. (x)) =e(x) (i=1,2,...,t) se obtine concluzia absurda

p*(x)= (p(x),f1 (x) f2(x)..f; (x)) =¢(x). Cu observatia: Fie p(x) un polinom ireductibil
din R[x] si fie f(x)eR][x]. Atunci:

D*(p(x))ﬂD*(f(x)):{e(x)} ,daca p(x)[f f(x);

respectiv D*(p(x))ﬂD*(f(x)) = {e(x),p*(x)} dacd p(x)| f(x).



e Teorema fundamentali a aritmeticii lui R[x] .

Fie f(x) =a,x’ +ax' +..+a,x" forma algebricd standard a unui polinom reductibil din
R[x]. Atunci exista §i sunt unice polinoamele monice ireductibile m, (x) ,m, (x),..., m, (x)
(t > 2) astfel incat

%) f(x)=a, m (x)-m, (x)-..om,(x).

Demonstratia Existentei si Unicitatii descompunerii (*) este analoaga celei privitoare la
numerele compuse din N : (j) pentru demonstratia Existentei ne folosim de proprietatea ca
orice polinom reductibil are cel putin un divizor polinom monic si ireductibil si de
proprietatea de buna ordonare a lui N prin ordinea naturala si (jj) pentru demonstratia
Unicitatii ne folosim de proprietatea prezentata mai sus privind polinoamele ireductibile.

e Descompunerea standard a unui polinom ireductibil

Relatia (*) se mai scrie inca in forma:

() 1 (x)=a, (m ()" (m: ()" (. ()"

forma numita descompunerea standard, unde s >1 este intreg; m, (x),m, (x),...,m, (x) sunt
polinoame ireductibile monice, distincte doud cate doua, iar numerele &, >1, &k, 21, ...,
k, 21 numite multiplicitati, sunt numere intregi. Ca si la numerele naturale compuse, din (**)

se pot deduce rezultate cum ar fi:
(+) numirul de divizori din D*( f(x)) este egal cu (1+k,)(1+k,)...(1+k,);

(++) conditia necesara si suficientd ca un polinom g(x) sa se divida cu f(x) este ca

(ml.(x))k' |g(x) pentru i=1,2,..,s;
(+++) dacd g(x)=b,-(m, (x))" (m,(x))"...(m, (x))" atunci

(£ (x),g(x))=(m ()™ (m, (2))"™"), unde k., 2051k, +1,21 (i=1,2,..05).
(5) Criterii de divizibilitate prin polinoame monice ireductibile
e Fie f(x)eR[x] sifie polinomul monic ireductibil de gradul intdi m', (x)=x—a.
In baza TIR avem f(x)=m',(x)c(x)+r(x), unde c(x),r(x)eR[x] si (x)

este polinom constant: r(x):kxo. Substituim x <—a (unde a este radacina



polinomului monic ireductibil m',(x)) si obtinem f(a)=0-c(a)+k, deci
f(x)mod(x—a) = f(a)xo = f(a).
Urmeaza criteriul de divizibilitate cu x —a (numit teorema lui Bézout): x—a| f (x) daca si

numai dacd f(a)=0.

e Fie f(x)eR[x] si fie polinomul monic ireductibil de gradul doi:
m", (x)=x"+bx+c (b,ceR sib’ <4c). Existd un element @ in C—R astfel
incat m"b,(f(x)z(x—a)(x—a), descompunere in C[x]. Folosind TIR in Cl[x]
obtinem criteriul m", (x)=x"+bx+c=(x—a)(x-a) divide pe f{x) daci si
numai daci f(er)=0 (cu observatia f(a)=0 implica f(&) =0).

e Pentru divizibilitatea cu puteri naturale de polinoame monice ireductibile folosim

teorema de descompunere in baza un polinom neconstant din R[x].

Fie m(x) un polinom monic ireductibil si fie f(x) un polinom neconstant din R[x].

Aplicam TIR cat timp caturile succesive (care sunt din ce in ce mai mici in grad) nu sunt

polinoame nule:

(pasul (¢ —1)) cumc,_, (x)# 0(x),c_, (x)=m(x)c_, (x)+7r_ (x)
(pasul (¢ —2)) cumec,_ (x)#6(x),c_, (x)=m(x)6(x)+r(x)

unde 7, (x)... (x) sunt polinoame de grad < gradm(x) si ¢, , (x) =, (x) este polinom nenul,
Din relatiile de mai sus obtinem forma de scriere

) S (x) =y ()1 ()1 () + 15 () (i (2)) o1y () (m ()

Descompunerea (+) este unica.

Observatii.

(a) Daca m (x) este un polinom monic ireductibil de gradul intai, atunci relatia (+) se mai

numeste si formula lui Taylor.



(b) Dacd i este un intreg, cu 1<i<¢, atunci (m (x))[ divide pe f(x) daca si numai daci au

loc relatiile: r, (x)=6(x) pentru j=0,1,...,i —1. Mai exact, (m(x))' divide pe f(x) si

(m(x))[+1 nu divide pe f(x) (1 <i< t) daca si numai daca au loc relatiile

r;(x)—6(x) pentru j=0,1,...,i—15i

r(x)#0(x).

A. Lema chinezeasca a resturilor in varianta polinomiala

Al. Varianta aritmetica a LCR

Notiuni pregititoare. Dacd m(x) este un polinom neconstant din R[x], numit si aici modul,

atunci relafia de congruentd modulo m(x) se defineste pe R[x] prin:
f(x)= g(x)(modm(x)) = f(x)modm(x)=g(x)modm(x), adicd f(x) si g(x) au

acelasi rest la impértirea cu m(x) ( f(x),g(x)eR). Relatia de congruenta modulo m(x) pe

R[x] are aceleasi proprietati ca si relatia de congruentd modulo m (m > 2 intreg) pe Z .

e In continuare identificdim polinomul constant re(x)=rx° cu numarul real 7,

pentru fiecare r € R (deoarece, asa cum se stie, corpul (R,+,-) se poate scufunda
in inelul (R[x],+,-) via morfismul u(r) = re(x)).

Algoritmul lui Euclid in varianta polinomiald are o extindere asa cum are si

algoritmul lui Buclid in Z . Prin urmare, dacad f(x) si g(x) sunt polinoame
neconstante din R[x] si dacd (f(x),g(x))=d(x), atunci exista dous polinoame
u(x) si v(x) in R[x] pentru care are loc relatia u(x) f (x)+v(x)g(x)=d(x).
In baza acestei proprietiti mai spunem ca (R[x],+,-) este un domeniu de

integritate Bézout (orice domeniu de integritate euclidian este un domeniu de

integritate Bézout).

Fie f(x) si g(x) doud polinoame neconstante din R[x]. Dacid existd un
polinom £ (x)e R[x] astfel incat 4 (x) f(x)= l(modg(x)), atunci spunem:

ca f(x) este inversabil modulo g(x);



1) ca h(x) este un invers modulo g(x) al lui f(x);
i) ca h(x) este inversul redus modulo g(x) al lui f (x), daca

gradh (x) < gradg (x) .
Evident, f'(x) este inversabil modulo g(x) daca si numai daca f(x)L g(x).

Daca f(x)L g(x), atunci existd u(x),v(x)eR[x] astfel incat u(x) f (x)+v(x)g(x)=1de
unde rezulta ca u(x) f(x) = l(modg(x)) :
In baza TIR avem: u(x)=g(x)c(x)+r(x) si atunci are loc relatia
r(x) f(x)= l(modg(x)), cu gradr(x) < gradg(x). Daci s(x)e R[x] aresi el
proprietétile: grads(x)< gradg(x) si s(x)f(x)=1(modg(x)), obtinem prin scidere
(r(x)=s(x)).S(x)=0(mod g(x)), relatie din care rezulta ca g(x) divide produsul
((x)=s(x)) f(x). sicum g(x)L f(x),avem ca g(x) divide diferenta r(x)—s(x). Acest
ultim fapt ne permite sa scriem:

r(x) = r(x)mod g (x) = s (x)mod g (x) == x).
deci inversul redus modulo g(x) al polinomului f (x) este unic.

Enuntul LCR in R[x] - varianta aritmetici

Aceste enunt este analog LCR in Z . Fie date polinoamele neconstante:
my (x),m,(x),....m,(x) (1=2), cu m,(x) Lm,(x) pentru i # j. Notam:

M(x) =m, ()c)m2 (x)...mt (x) s

Mj (x):IH m; (x) (i:1,2,...,t).
S.j;iét

Introducem urmatorii termeni:

e daca f (x) € ]R[x] , atunci t-uplul de polinoame din R[x] :

p(f(x)) = (f(x)modm1 (x),.... /(x)mod m, (x))

se numeste reducerea modulard a polinomului f (x).



e Orice polinom din R|[x] de grad mai mic strict decat grad (ml. (x)) se numeste un
rest modulo m, (x) (i = 1,2,...,t) .

Teoremi (LCR in varianta polinomiald) Fie dati modulii m,(x),m,(x),....m,(x) (t>2) cu

m, (x) Lm, (x) pentru i # j si fie t-uplul de polinoame din R[x] : (rl (x),...,r (x)) unde

t

r.(x) este un rest modulo m,(x) (i=1,2,...,t).
i) Exista  atunci un  polinom  f(x) in R[x] cu proprietatea ca
(S (%)= (1 (%)t ().
i) Dacd g(x) esteun polinom oarecare din R|x], atunci p(g(x))=p(f(x)) daca
si numai daci g(x)= f (x)(mod M (x)).
Demonstratie.
(i) Pentru fiecare i =1,2,...,t avem: M, (x) L m,(x), deci
(*) ¢, (x) M, (x) =1(modm, (x)),

unde ¢, (x) este inversul redus modulo m, (x) al polinomului M, (x). Inmultim cu

r.(x) in (*) si obtinem:

(**)7,(x)e; (x) M, (x) = (mod m, (x)).

Definim polinomul f'(x) e R[x] prin

()= (x)e, (x)M, (x) £t 7 (), (x) M, (x) (numit solutia standard).

Cum m, (x) divide pe M, (x) pentru j #i, atunci pentru fiecare i =1,2,...,t avem:
F(x)=r(x)e. (x)M, (x) = 1 (x) (modm, (x)) si cum grad (r;(x)) < grad (m, (x)) deducem
ci f(x)modm, (x)=r(x).Inconsecintd, p(f(x))=(r(x)....7; (x))-

(i)
e Daci g(x)=/(x)(modM(x)), atunci g(x)=/(x)=r(x)(modm (x)) pentru

i=1,2,..,t,deci p(g(x)):p(f(x)).



e Daci p(g(x)):p(f(x)), atunci g (x)modm, (x)= f(x)modm,(x), deci m,(x)

divide g(x)— f(x) pentru i =1,2,....¢.
Cum m, (x) Lm,(x) pentru i # j, deducem ci si M (x) divide g(x)— f(x) si prin urmare,
g(x) = f(x)(modM(x)).

Dacd f'(x) este solutia standard, redusul modulo M (x) al polinomului f(x):

f(x)mod M (x) = restul impartirii lui £ (x) prin M (x) o numim solufie principald (termen

analog perioadei principale a unei functii periodice). Deci,

grad(f(x)modM(x)) < gradM (x) si
p(f(x)modM(x)) = p(f(x))
adica f (x) mod M (x) este cel mai mic polinom in grad care satisface

p(f(x)modM(x)) = (r] (x),...,i; (x))

COROLAR. Folosind datele din LCR, fie (a1 (x) yeer (x)) un t-uplu de polinoame din
R[x]. Atunci:

i) Exista cel putin un polinom in R[x] care satisface sistemul de congruente:

ii) Daca f(x) este o solutie a lui (s) §i daca g(x)e]R[x], atunci g(x), este o

solutie al lui (s) daca si numai daca g(x) = f(x)(modM(x)).

Demonstratie. Facem reducerile: 7, (x):=a, (x)modm, (x) (i=1,2,...,t). Acum se aplica

LCR t-uplului (7 (x),....7; (x)) si se foloseste faptul ca a, (x)=7,(x)(modm,(x)) pentru

l

orice i =1,2,...,t.



A2. Varianta algebrica a LCR

Aceasta varianta este analoga celei prezentate in paragraful 1.C.

Teorema. Fie date polinoamele neconstante din ]R[x] m, (x), e T, (x) (t > 2), cu

L . R(x) R(x)
m, (x) Lm, (x) pentru i # j. Se defineste functia ¢ : ]R[x] — X...X prin
(m () (m ()
go(f(x)) = (f(x)mod(m,(x)), ..., f(x)mod(m;(x))) , unde simbolul (m;(x)) desemneaza
idealul principal generat de polinomul m;(x) in inelul (R[X], +.), (i = 1,2, ..., t). Atunci

R[X]
(my(x))

i) @ este un epimorfism de la inelul (R[X],+.) pe inelul produs (

R[X] )
mex)’ ")

R

(R Wy

.. . R[X]
ii) are loc izomorfismul ( + ) o )

M)

B. Polinomul de interpolare al lui Lagrange este LCR in forméa polinomiala

= Rezultate pregatitoare

Fie x — a un polinom monic ireductibil din R[X] (a € R).

e Dacab € Rsib # a, atunci
i)x —b L x — a, deoarece x—b|X:a =a—-b#0;

ii) din relatia (x — b) — (x — a) = a — b deducem ca ﬁ (x—=b)+ ﬁ (x—a) =1, deci
ﬁ (x — b) = 1(mod(x — a)) , relatie care ne arata ca polinomul constant ﬁ este inversul
redus modulo (x — a) al polinomului (x — b).
e Mai general, fie f(x)eR[X] cu f(x) L x — a. Atunci
j) f(a) # 0 (in caz contrar, x — a| f(x), absurd);
i) f(0)=(x=a)e(x)+ f(a) implici — f (x) = 1(mod (x — a))
jjj) polinomul constant — este inversul redus modulo (x — a) al polinomului f(x).

fla)
= Polinomul de interpolare al lui Lagrange

Fie date numerele reale a; < a, < -+ < a,, respectiv by, by, ..., b, (n = 2 natural). Avem
tabelul de interpolare




si problema de interpolare: Sa se arate ca exista un polinom unic f(x) € R[X] cu
proprietdtile:

i) gradf(x) <n -1,

i) b, = f(a;),(i=12,..,1¢).

* Interpretarea folosind aritmetica lui R[X]

e Sirul strict crescator a; < a, < - < a, ne conduce la concluzia ca pentru modulii
my(x) = x —ay;, my(x) = x — ay,...,my(x) = x —a, avem m;(x) L m;(x) pentru
I #].

e Conditiile din (ii) se traduc prin congruentele: f(x) = bi(mod(x - ai)), (i=
1,2, ...,n) deoarece b; = f(x)(mod(x — a;)) = f(a).

e Definim sistemul de congruente algebrice (deoarece polinomul f(x) il presupunem

necunoscut):

flx) = bl(mod(x — al))
(c) f(x) = by(mod(x — a,))

F () = by(mod(x — a,))
Introducem notatiile standard M (x) = (x —a,)(x — ay) ... (x — a,).

M@= || @-a
1<jsn
Jj#i

Polinomul f(x) din enunful problemei de interpolare este solutia principala a sistemului (¢)

(aceasta solutie existd in baza LCR).

Determinarea solutiei standard pentru LCR descrisa de (c)

Pentru fiecare i = 1,2,..,navem M;(x) L m;(x) = x — q; siﬁ M;(x) = 1(mod(x —

Cll')).



M,(x) =

Solutia standard este data de s(x) = b, ﬁ Mi(x)+ -+ b,——— e ( >
1 1

M;(x) + -+ + —"— M,,(x) si coincide cu solutia principald deoarece grad (s(x)) <

M(a) ()

max (grad <M 78 Ml(x)> ,grad( M (x))) n—1<n=grad(M(x)).

In concluzie, f(x) = s(x). Unicitatea lui f(x)se demonstreaza:

Clasic: dacd si g(x) € R[x], cu gradg(x) < n satisface (ii), atunci f(a;) = b; = g(a;)(i =

1,2, ...,n), relatii care conduc la concluzia ca g(x) = f(x) .

Aritmetic — conform LCR: dacd si g(x) € R[x] satisface (i) si (ii), atunci g(x) =
f(x)(modM(x)), deci g(x) = f(x) + h(x)M(x), cu h(x) € M[x]. Daca h(x) nu este
polinom nul, se obtine concluzia absurda ca: n < grad ( f(x) + h(x)M (x)) =

grad(g(x)) <n— 1, adicdi n < n — 1. Prin urmare, h(x) este polinom nul si atunci g(x) =
fx).

Noi explorari

Solutia f(x) a problemei de interpolare este data de

() + -+

(1) £ = — My (x)

(

Si este la fel exprimata ca si in rezolvarea clasica (fara LCR).

Din punctul de vedere al LCR, (1) ne da solutia standard a LCR exprimata prin
sistemul de congruente algebrice (c). Ne amintim ca algoritmul lui Garner furnizeaza solutia
principala pentru LCR in varianta numerica. Sa incercam sa traducem acest algoritm in

varianta polinomiala.

e Punerea problemei. Fie modulii my(x) = x — a;,my(x) = x — ay, ..., my(x) = x —

a, cu m;(x) L m;(x) pentru i#j (deoarece a; <a, <--<ap). Pentru j=



2,3,..,n si fiecare i =1,2,..,j — 1 determindm inversul redus modulo m;(x) a

1
aj—al-

polinomului m; (x): (x—aj) = l(mod(x — aj)), deci¢;j =

aj—a;
Punerea algoritmica:

INPUT: sunt date numerele reale by, b,, ..., b,,.

OUTPUT: se determina polinomul f(x) din R[x] cu proprietatile:

gradf (x) < grad(M(x));

i) f (x)mod(x — a;) = b;, adica f(a;) = b; pentru fiecare i = 1,2, ..., n..
Algoritmul lui Garner:

Pas initial: r; = b,

Pas curent: pentru i = 1,2, ...,n calculam r;,: = (bi+1 | Ci+1 —

biy1 _
(aiy1—a1)(@j41-a2) ...(Aj41—a;)

Yo 11 [z Crivr )modmi 4 (x) =

1 2 Ti

(@i+1—a1)(@i41-a2) . (Qi41-a1)  (Ai11-02)(Ai11—-03) . (Qi+1—a;) (@iy1—-a;)

Pas final:

Q) f)=rt+nx-—a)+trx—a)x—ay)+ +nx-—a)lx—ay)..(x—an_)

este polinomul cerut.

Evident, (2) ne furnizeaza o altd forma a polinomului de interpolare.

CONCLUZII

Daca constantele reale 1y, 15, ..., 1;, din (2) sunt nedeterminate, atunci aflarea lor se poate

realiza daca se rezolva sistemul:



( by =f(a) =n
b, = f(ay) =1 + p(az — aq)
bs = f(az) =r + rp(az — ay) + 13(a3 — a;)(az — a,)

b, = f(ap) =1 +12(a, —ay) + -+ m(a, — a)(a, — az) ... (an, — an_q)
care este un sistem liniar de tip Gauss.

Formulei (2) 1i dam urmatoarea interpretare vectoriald. Stim ca (R[x],") este un R - spatiu
vectorial si cd o == (1,x,x2,...) = (x*);»1 este 0 bazi a sa (numiti baza standard). Fie acum
dat un sir crescator de numere reale(ay )ys1. Atunci sirul de polinoame « = (1,x —

a;, (x —a))(x—ay),(x —ay)(x —ay)(x —as), ...) este tot 0 baza a spatiului vectorial R[x]
(deoarece polinoamele din a se ordoneaza strict crescator dupa grade). Atunci (2) exprima

scrierea vectorului f(x) € R[x] cu grad(f (x)) < n — 1 relativ la baza a.

Particularizam sirul (ay)ys; din (2) ludnd a;, = k — 1 (k = 1). Atunci x©@ == 1,x® ==
x,x@ = x(x —1),x® = x(x — 1)(x — 2), ... reprezinta sirul puterilor factoriale in
descrestere al nedeterminatei x. Baza spatiului vectorial R[x] ¢ == (x*),», se numeste

baza puterilor factoriale in descrestere ale lui x. Din combinatorica se stie ca (2) devine pentru
flx) =xv1x" 1 = Zﬁ;%{";l}x(k) unde coeficientul 7, = {";1} reprezintd numarul de
partitii cu k clase ale unei multimi ce contine n — 1 elemente (acest numar se numeste

numadrul lui Stirling de a doua speta de indici n — 1 si k).

in corpul de fractii K (R[x]) al domeniului de integritate (R[x], +,), unde K (R[x]) =

{@ . f(x), g(x) € R[x], g(x)nenul} putem obtine urmitoarele rezultate:

g(x)

Din (1) obtinem:
b by bn
(1) [ =M@ | Ma(@z) 4 ... 4 Mnl@n) | formyld care constituie un caz
(x—aq)(x—ay)..(x—ayn) x—aq x—a, x—an

special al teoremei de descompunere a fractiilor din K (IR,,[x]) in suma de fractii simple.



Din (2) obtinem:

) £ (%) _ -1 Tn—2 1
@) manomaGeany = T e T omaneeany T Grantman omany S0

dupa substitutia ¢, = 1, (k = 1,2, ...,n) si permutarea factorilor x — a4, ..., x — a, ,

(2”) f(x) _ 0+ C1 C2 Cn—1

) G-a) o - O T e T Gmanomany T GranGman omany Wde ne

reamintim ca grad( f (x)) <n —1. Formula (2°’) ne arata ca fractia
F® 4
e din corpul K (R, [x])

poate avea si alte descompuneri in suma de ,,fractii simple”.

Descompunerea (1°) poate fi utilizata (datoritd simplitatii sale) si in alte domenii ale

£ _ J10)
M)~ (t-ap)(t-az)..(t-an

matematicii. Functia cu valori reale data prin ¢(t) = ) si definita pe

multimea de numere reale D := R — {ay, ..., a,} se numeste functie reala rationala si este
asociata fractiei I 4in corpul K (R,,[x]). In baza relatiei de egalitate dupa valori pe

M(x)

multimea R[x], deducem din (1°) relatia

b1 b2 bn
(1) p(t) = % + % + 4 % oricare ar fi t din D. In baza formulei (1°”) putem
—t1 —2 —Un

calcula, de exemplu, integrala nedefinita a functiei ¢ pe un interval fixat [ € D:

b;
M;(a;)

[o®dt =Y, In|t —a;| +C (t €.

Observam ca pentru a calcula [ @ (t)dt formula (2°°) este inutilizabild (dacd se doreste un

calcul rapid al integralei).

Exercitiu rezolvat. Fie a < b < ¢ numere reale. Sa se demonstreze egalitatile:

a b c

Dames Y ooo-a T ecaes = O




a? b? c?

2) @ T ot-a T o

Rezolvare. Produsele de la numitorii fractiilor ne sugereaza o problema de interpolare (adica

LCR). Avem

M(x) = (x —a)(x — b)(x — o),

Mi(x) =(x—-b)(x—c)sim(x) =x—a,

M,(x) =(x—a)(x—c) simy(x) =x—b,

M;(x) = (x —a)(x — b) sims(x) =x —c.

Atunci

1
@ P = G e o
1L 1
TR KA I [
L =
M) 2% T (c—a)(c—b)

(x =b)(x —c)

(x—a)(x—c)

(x —a)(x = b)

reprezintd polinoame care se folosesc la obtinerea solutiei principale f (x), cu grad(f(x)) <

2.

Daca avem inspiratia sa sesizam ca expresiile din membrul stang din 1) si 2) sunt coeficienti

extrasi din f(x): [x*]f (x) pentru valori convenabile ale lui k, atunci obtinem tabelul de

interpolare:

a? b?

y=f)




cu solutia directd: f(x) = x2. Asadar, polinomul f(x) are doui forme diferite de scriere:

fl) =x? = (x—a)(x =b) + 55z (x ) —b) + (x -

(a— b)(a c) (c- a)(c b)

a)(x — b).

a’bc b2ac c2ab

(a-b)(a—c) = (b—c)(b-a) (c—a)(c-b)

(1) revine la faptul cd [x°]f(x) = 0 = de unde se deduce

a? b?

(a—b)(a—0)+ (b—c)(b— a)

a b c

ca (a-b)(a—c) + (b—c)(b-a) + (c—a)(c-b)

= 0. Acum [x?]f(x) =1 =

c2

(c—a)(c-b)

C. Teorema de descompunere in sumai de fractii simple a fractiilor din corpul K (R[x])

Din nou vom folosi LCR in varianta polinomiald. Vom ob{ine varianta polinomiala a teoremei

lui Gauss de descompunere a fractiilor ordinare din Q" — N 1n suma de fractii simple.

Precizari

e Asa cum s-a mai spus si mai sus, K(R[x]) = {f (x) :f(x),g(x) € R[x], g(x)nenul}

este corpul de fractii al domeniului de integritate (R[x], +,7).

Proprietatea de integritate a inelului (R[x], +,") are urmatoarea consecinta: Dacd
f(x),g(x), h(x) € R[x] si daca f(x) nu este polinom nul, atunci f(x)g(x) = f(x)h(x)

implica g(x) = h(x) (proprietatea de simplificare).

e Se confunda ,,nedeterminata” x cu o variabila reald: Iui x nu i se pot ,,da valori”. De
exemplu, fie polinomul f(x) = 3 — 2x + 3x2. Unui element din R, cum ar fi numarul
real 4 i se asociazd — via polinomul f(x) - expresia 3 — 24 + 3 - 42 = 43, notata
f(4). Spunem ca expresia f(4) este asociata perechii de obiecte (f(x),4) si cd nu

este rezultatul unui calcul obtinut din polinomul f (x) prin substitutia x := 4.



Aceasta ,,nuantare” este pusa in evidenta in manualele scolare (si 1n alte lucrari de uz scolar)
prin folosirea simbolului X pentru a desemna nedeterminata (si care se defineste in constructia

cu siruri reale prin
X =(01,0,0,...), deci

un temei pentru a nu da lui X valori, fiind un obiect fixat). Astfel, polinomul de mai sus capata

forma:
f=3—2X+3X?% iar

f(4) este f —expresia asociatd lui 4: f(4) =3 —2-4+ 3-4% = 43 si, in general, f = 3 —
2x + 3x? reprezintd f — expresia asociati unui element arbitrar x din R. In continuare vom
folosi si noi simbolul X pentru a desemna nedeterminata, deci R[X] va fi notatia pentru
mulfimea tuturor polinoamelor in X cu coeficienti reali. Polinomului f = 3 — 2X + 3X? ii
putem asocia functia polinomiald f: R — R definita prin f(t) = 3 — 2t + 3t? (sau f(x) =

3 — 2x + 3x?, deoarece ,,numele” variabilei nu este semnificativ).

Proprietatea de universalitate a inelului (R[X], +,) are formularea: Fie morfismul R

5 (R[X],X) , unde (R, +,") = corp, i este monomorfism (numit de incluziune) de la corpul
(R, +,) ininelul (R[X], +,"), iar perechea (R[X],X) formata dintr-un inel si un element

fixat in multimea suport a inelului se numeste inel punctat.

. ¢ T
Tot morfism se numeste obiectul R — (S, s) alcatuit din:

e S =inel comutativ si unitar;
e s un element fixat in multimea S;
e @ un homomorfism unitar de la inelul R = corp la inelul S (operatiile inelare se

subinteleg).



Mai exact, @ este un morfism de la inelul R la inelul punctat (S, s).

i
Formulare: Morfismul R — (R[X], X) are urmdatoarea proprietate: oricare ar fi morfismul R

P .. . . . .
- (S,s) , atunci existd un unic homomorfism unitar u de la inelul R[X] la inelul S cu

proprietdtile:

i) diagrama

8.9) comutd, adiciuoi = @;

ii) u(X) = s (elementele fixate se corespund prin u)

Deoarece

/o) i u(X) = s, deducem cd u pune in corespondentd un
polinom g = agx® + a;x* + -« + a,x™din R[X] cu elementele din S: ¢(ay) + ¢(a,)s +
-+ ¢@(a,)s™ notat g*. Deci u transforma pe g in g” transformand coeficientii lui g (dupa

regula a; 5 ¢(a;)), nedeterminata X in elementul s si operatiile inelare din R[X] in operatiile
inelare din S: (f + @) = f*+ g4si(f-g)* =f* - g*.

De exemplu, daci g =4+ 3X +9X2, 9 =i,S = R[X] sis = X? + X + 1, atunci g(X? +
X+1D)=44+3X*+X+1)+9X*+X+1)>=9X*+18X> + 30X%* + 21X + 16

e Fie polinomul X — 4 din R[X]. Fractiei ﬁ din K(R[X]) nu i se pun conditii, cum ar
fi X # 4, deoarece X nu poate primi valori. In schimb, daci x este o variabila reala,
atunci pentru functia reald ﬁ punem conditia x # 4.

e Daca x este o variabila reala si dacd R[x] desemneaza multimea functiilor polinomiale
(operatia de inmultire a functiilor fiind inlocuitd de operatia analogd celei de la
polinoame), atunci (R[x],+,) este inel si (R[x],+,") = (R[X],+,) (un astfel de

izomorfism nu are loc pentru orice inel de polinoame).

Formularea.



Fie date polinoamele neconstante m,, my, ..., m; (t = 2), cum; L m; pentru i # j. Folosim

si aici notatiile standard: M = m;m,, ... m; si M; = [[1<j<¢ m;. Pentru fiecarei = 1,2, ...,t
i#j

avem M; L m;, deci putem determina inversul redus modulo m; al polinomului M;: ¢;M; =

1(modm,;) si grad(c;) < grad(m;).

Fie acum un polinom f'din R[X], cu grad(f) < grad(M).. Folosim reprezentarea modulara
aluif p(f) = (r, 1y, ..., ) unde r; == fmodm; (i = 1,2, ..., t).

Construim solutia standard: s = ryc; My + 1p¢, M, + -+ + 1.6 M.

Construim solutia principala: p := p;M; + p, M, + -+ + pM;, unde
p; = (ric;))ymod(m;) (i = 1,2, ..., t),

unde grad(p) < max (grad(piM,), ..., grad(p:M;)) < grad(M).

Avem: p = s(modM) sip =s = pM; +p,My + -+ pM; = piM; = 1ric;M; =
r;(mod(m;)) adica p mod(m;) = p;. Deoarece f mod(m;) = pmod(m;) (i = 1,2, ..., t) se
deduce ca f = p(modM), deci f(modM) = f = p = p(modM). Asadar, f = p;M; +
p2M; + -+ + pM, de unde se obtine descompunerea

(D) LBy %, unde grad(p;) < grad(m;) (i =1,2,...,¢t).
t

m mq

Tratam in continuare cazul special: M € R[X] si

SYM=c- pfl . p;cz Cat pft, unde ¢ # 0 este o constanta reala, iar P;, Py, ..., P; sunt
polinoame monice ireductibile din R[X] si kq, k3, ..., k; = 1 sunt numere intregi
(multiplicitatile). Deci (S) este descompunerea standard a polinomului M. Factorul constant ¢
se elimind luand M* = pfl . pé‘z St pft. Inlocuim in (D) pe M cu M* si m; cu pf" (i =

1,2, ...,t) obtinem:

(D) ML = k1 + -+ p— Pentru fiecare i = 1,2, ..., t putem scrie p; = cj; + CizP; + Cisp? +
t

-4 ciaipl. !, unde ¢;; € R[X] si grad(cij) <grad(p)(=12,..,a;),a; < k; — 1.

C
Atunci Izjl — pL; + pktzl oo pl , sau dupad reindexarea polinoamelor de la numarator, :jk =
i i i
Ci1 Ci
424 +—
Di pl pi
Acum (D’) devine
f _¢c c C1k ¢ € Stk o
(D”)—*=L11+L22+"'+ k1+"'+ t1+t2+ C+ t= 12 11; Deci
mM* pi o pi 2 N " =

999 f



Fractiile din corpul K(R[X]) de forma & : , unde P = polinom (monic) ireductibil din R[X],

k > 1intreg si P € R[X], cu grad(p) < grad(P) se numeste fractie simpla. Fractiile simple
din K(R[X]) sunt de doua tipuri (dupa cum sunt si polinoamele monice ireductibile din

R[X]):

i) fractie simpla de primul tip (unde a,b € R, b # 0 si k = 1 intreg)

()"

.. o . : X+ e .
ii) fractie simpla de al doilea tip m (unde 7, s, b, ¢ € R cu proprietitile b? < 4c si
r2+52#0)

Formula (D”’”) ne arata ca fractia ﬁ cu0 < grad(f) < grad(M) se descompune in suma

finita de fractii simple.

Unicitatea descompunerii (D’’”). Admitem ca ﬁ mai are 1 descompunerea:

(U)% = 121 192, unde grad(gl-j) < grad(p;) j = 1,2, ..., k;) pentru fiecare i =
1,2,...,t. Din (U) se ob‘;me relatia
ﬁ = ng1 + -+ tht ,unde grad(g;) < grad(p;*)(i = 1,2, ...,t).
Py Py

Notim pentru simplitate: m; = p;*i (i = 1,2, ...,t) si atunci

M m1 me’
relatie care se scrie Inca si sub forma

f=9g:M; + -+ g:M;, cugrad(g;) < grad(m;)(i = 1,2, ..., t).

Acum f(x) = g1M; + -+ g:M; = g;M;(mod m;) si f(x) = r;(mod m;) , deci g;M
1; = 1ic;M;(mod m;). Dar M; 1 m,;, deci putem simplifica prin M; si obtinem g; = rlcl =
p;(mod m;) , deci g; = g;(mod m;) = p;(mod m;) = p; pentru fiecare i = 1,2, ..., t. In
consecintd, descompunerea (U) coincide cu descompunerea (D’’”). am demonstrat deci
urmatoarea teorema:

Teorema. Orice fractie ﬁ din corpul K(R[X]) , cu f,g € R[X] §i 0 < grad(f) < grad(M)
se descompune in mod unic intr-o sumd finita de fractii simple. Daca polinomul M are
descompunerea standard M = c - pf L. pé‘ . pf t, atunci de scompunerea fractiei é in

sumad finita de fractii simple are formula
(*)ﬁ = 121 1 ] ! unde grad(c;;) < grad(p;) pentrui=12,..,tsij =12, ..k

Daca grad(f) = grad(M), atunci avem conform TIR: f =M - q + f* unde g, f* € R[X],
si grad(f*) < grad(M). Putem scrie: ﬁ =q+ % =q+X 12 o forma de

111’
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o1 ],cuhER[X]si

descompunere mai aproape de teorema lui Gauss dacé% =h+Y, Z
grad(gi]-) <grad(p) (i=12,..,tsij=12,..,k;), atunci Zi=12j=1g—lf = g’ unde
p;

grad(g) < grad(M) si dec1 =h + =, de unde se obtine relatia f = Mh + g. Folosind

partea de unicitate a TIR, deducem ca h =qsig = f",slasa cum s-a demonstrat mai sus,
gl'j = Cij (l = 1,2, e, t ,'j = 1,2, ,kl)

Aplicatii.
Al. (in analiza matematica, clasa a XII-a)

x34+x2+1

GrDGID? dx,x € (—1,+).

Sa se calculeze integrala nedefinita: [

Rezolvare. Notam cu f(x) integrantul. Functia reala f este o functie rationala. Ea se asociaza

in mod natural cu fractia din K(R[X]) : F := Xo4x"41

Frnorrnz Wnde X+ 15i X% + 1 sunt

polinoame monice si ireductibile in R[X].

Teorema de descompunere a fractiilor nenule si neintregi (adica fractiile care au la numitor un

polinom constant si nenul) din corpul K(R[X]) aplicata fractiei nenule si neintregi F se
x*+x?+1 _ a | bx+c
(x+D)(x2+1)2  x+1 = x2+1

transpune si functiei f : are loc egalitatea de functii: f(x) =
dx+e

(x2+1)2°

numitorii §i obtinem egalitatea

unde a, b, ¢, d si e sunt constante reale nedeterminate (x € (—1, +0)). Elimindm

(3 +x2+1=a(x?+1)?+ (bx + c)(x + 1)(x? + 1) + (dx + e)(x + 1), pentru orice
x din (—1, +00) si prin urmare, pentru orice x din C (deoarece polinoamele X3 + X2 + 1 si
aX?+1)2+ (X +c)(X+1)(X?+ 1)+ (dX + e)(X + 1) au valori egale in mai mult de 4
puncte reale, mai exact au valori egale in toate punctele intervalului (—1, +0)).

Ludm x = —1 1n (*) si obtinem:—1 = 4a, deci a = —%.
Ludm x = i in (*) si obtinem 1(di + e)(i + 1).

Cum (di+e)(i+1)=—-d+ei+di+e=(—d+e)+ (e+d)i,ultima relatie conduce la

sistemul: {_dd.:_ee::ol’ cu solutia e = % sid = — %
Pentru x = 0 obtinem: 1 =a+c+e,decil = —i+ c +%,deundeaﬂémcéc =%.in

final, pentru x = 1 seobtine3 =4a+4b+4c+2d +2e=—-1+4b+3—-1+1,deci

b =%.Putem scrie deci
1 3 1 1
14 oM _1t 1 e 311
ff(x)dx—f( 4 x+1+x2+1+(x2+1) dx = f 4 x+1+8 x2+1 +4 x2+1 4

(+1) 11 )dxzf(—l —+I(In(x® + 1) +3 +2 (@ + DT +

(x24+1)2 2 (x%2+1)2 4 x+1 4 x2+1




1, x 1 Vdx = -2 L n(x? 3 L, L.
(Z =L arctg x) )dx = 4ln(x +1)+ 8ln(x +1) + Jarctg x + - ——++
_1 - _1 1 2 1 1 x+1
= Larctgx + C == 4ln(x +1) + 8ln(x +1) + sarctg x +o ——+ C,(x€e
(—1, +00)).
A2. (analizd matematica, clasa a XI-a)
Sa se calculeze derivatele succesive ale functiei f(x) = )2;:1 ,x € R—{-1,1}.
. 9 . ) 3 1 1 1 _3 _1
Rezolvare. Descompunem in suma de fractii simple: f(x) = St TS (x—1D "+

%(x + 1D LxeR-{-11}.

A n-a derivati a functiei f'este functia f™ (x) = Z((x —1)"H™ 4 % ((x+1)HM =
2Dl (= DI (=Dl (e DT

A3. (functii generatoare)

Folosind functii generatoare sa se determine formula generala a termenilor din sirul lui
Fibonacci: (E,)nso dat de relatiile Fy = 0, F; = 1 §i F,,5 — Fy1 — F, = 0 oricare ar fin
din N.

Rezolvare. Definim functia generatoare a sirului lui Fibonacci G (2) := ¥,,50 F,2". Inmultim
relatia F, 5, — Fpq — E, = 0 cu z™*? si obtinem F,,,z"t? — F, ,z""? — E,z"*2 = 0.
insumém: ano Fn+2Zn+2 - ano Fn+1zn+2 - ano Fnzn-'-2 = 0 deci anz Fnzn -

Z Y1 Fpz" = Ypso Fiz™ = 0,deunde -z + Y50 Fy 2™ — 2 Xns0 Fp 2" — 2% Ypso Fu2™ = 0,

deci (1 — z — z2)G(2) = z, adicd G(z) = —

1-z—2z2"

Luam @ = %g (raportul de aur) si @ = %g siobtinem® + @ = 1si @@ = —1. Prin
urmare, (1 - 02)(1—0z)=1-(0+8)z+ (0-0)z> =1 -z — z2.

Putem scrie

z z a b

1-z—22 = (1-02)(1-0z) = 1-¢z + 1-¢z °
Eliminam numitorii z = a(l — 52) + b(1 — @z), identitate pe C.

Pentruz=0avem0=a+b,deciz=a(l—@z)—a(l—QSz)=a(®—5)z=a\/§-z,

.1
dec1—ﬁ.

_+r 1r 1 1 _ 1 nn_ L An,n :
Acum G (z) = E1 o \/31—62_\/32"20@ z \/EZ"EOQ) z™, deci

n_mpn
G(2) = Y0 E 2™ = ano%zn, de unde se gaseste formula lui Binet,

- ﬂn_ﬂn
Fn=®nJ§® _5 )\/g( -) n>0.
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